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1.0 - Vorwort und Zielsetzung
Die vorliegenden Materialien wollen einige grundlegende Aspekte in der Betrachtung dynamischer Systeme vermitteln, die zur Zeit mit Macht in den Unterricht der allgemeinbildenden Schulen drängen und die gleichermaßen für viele Wissenschaftsgebiete aber auch für Ansätze im fächerübergreifenden Unterricht eine erhebliche Bedeutung gewonnen haben.

Dynamische Systeme wie strömende Flüssigkeiten und Turbulenzen, Konvektionsströme und Zirkulationssysteme der Atmosphäre, Klimamodelle, oszillierende chemische Reaktionen, biologische Ökosysteme oder neurologische Systeme(z.B. Rhythmik der Herztätigkeit) reagieren mitunter - trotz deterministischer Modellbildung - auf kleinste Störungen völlig regellos und unberechenbar, weil diese Störungen durch nichtlineare Rückkopplungsmechanismen zu beherrschenden Faktoren des dynamischen Systems werden können(Lvz (9); (11)). Aufgrund vieler Einzelergebnisse und neuartiger Einsichten in den verschiedensten Wissenschaftsbereichen und nicht zuletzt mittels der enormen Möglichkeiten moderner Hochleistungsrechner konnte diese neue Betrachtungsweise seit etwa 1980 sicher Fuß fassen.

„Die Chaostheorie hat die Naturwissenschaften mit der überraschenden Tatsache konfrontiert, daß viele Phänomene trotz der Möglichkeit einer strengen und umfassenden deterministischen Modellierung prinzipiell nicht langfristig prognostizierbar sind. Entgegen unserer am mechanistischen Weltbild geschulten Intuition sind Systeme mit dieser Eigenschaft in der Natur offenbar die Regel und nicht die Ausnahme“(Lvz (7), S. 1). 

Im folgenden beschäftigen wir uns genauer mit Hilfe möglichst einfacher und anschaulicher mathematischer Hilfsmittel mit einigen wesentlichen Sachverhalten nichtlinearer Dynamik, aufgezeigt am Beispiel der logistischen Wachstumsgleichung. Das Unterrichtsmaterial ist für ca. 18 bis 19 Unterrichtsstunden im normalen mathematischen Pflichtunterricht der J-Stufe 10 bzw. 11.1(mit deutlichem Schwerpunkt in der J-Stufe 10) konzipiert.und setzt bei den SchülerInnen keinerlei Vorkenntnisse in nichtlinearer Dynamik voraus; Kürzungen von ca. 5/6 Unterrichtsstunden sind problemlos möglich. Ein zwangloser Einstieg in das Thema ist an vielen Stellen des jeweiligen Jahrgangsstufenstoffes möglich, so u.a. bei Behandlung der Exponentialfunktion in der J-Stufe 10 oder später bei der möglichen Erarbeitung von Zahlenfolgen in der J-Stufe 11.1(Lvz (3), (4)). Die mangelnden Vorkenntnisse der SchülerInnen und die knapp bemessene Unterrichtszeit haben zur Folge, daß die gewählten Beispiele, die Problemeinstiege und die benutzten Fachbegriffe sehr viel einfacher und intuitiver ausgewählt und benutzt werden als dies in den meisten mir bekannten - oft auch für die Sekundarstufe II konzipierten - Unterrichtseinheiten über das vorliegende Thema der Fall ist. Mathematisch exakt gefaßte Begriffe fehlen deshalb ebenso wie ausgefeilte Lehrsätze und Beweise. Die mathematische Vorgehensweise hat mehr experimentellen und entdeckenden Charakter. Ein besonderer Reiz des vorliegenden Themas liegt insbesondere in den vielen fächerübergreifenden Aspekten.

Der Aufbau der vorliegenden Unterrichtseinheit bewegt sich entlang der im folgenden geschilderten didaktischen Leitlinie:

Ausgehend von einfachsten Beispielen und aufbauend auf den Vorkenntnissen der SchülerInnen werden die wesentlichen Fakten für lineares und exponentielles Wachstum erarbeitet und zusammengestellt. Weiterhin werden die qualitativen Unterschiede beider Wachstumsmodelle erörtert. Die Rückführung der zeitdiskreten Modellansätze auf lineare Rekursionsgleichungen dient der Vorbereitung auf die Her -
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leitung des diskreten logistischen  Wachstums und dem Einsatz von Computern zur numerischen Simulation. Eine abschließende Diskussion macht die Grenzen linearen und exponentiellen Wachstums deutlich. Kursorisch diskutiert werden weiterhin eine Reihe von alternativen Möglichkeiten unbegrenztes Wachstum realistisch zu beschränken, so u.a. auch das Modell von Lottka-Volterra zur Beschreibung von Räuber-Beute-Zyklen in der Natur. 

Aufgrund der vielfältigen praktischen Anwendungsmöglichkeiten erscheint das anschließend aus dem exponentiellen, diskreten Wachstumsmodell mathematisch hergeleitete zeitdiskrete logistische Wachstumsmodell als ein brauchbarer Ansatz, begrenztes Wachstum angemessen zu beschreiben. Das zeitdiskrete logistische Wachstumsmodell führt auf eine nichtlineare Rekursionsgleichung; dies ist neu gegenüber den Rekursionsgleichungen des linearen und exponentiellen Wachsstums. Erste Vermutungen der SchülerInnen über den Verlauf der logistischen Zeitreihe führen auf die diskrete Form der„Sättigungskurve“.

In den sich anschließenden Taschenrechner -und Computerexperimenten entdecken die SchülerInnen selbständig, daß die logistische Wachstumskurve(Zeitreihe!) ein überraschendes und von der „Sättigungskurve“ völlig abweichendes Verhalten(bis hin zum Chaos!) aufweist. Dieses abweichende Verhalten scheint erheblich komplizierter zu sein als dies auf den ersten Blick vermutet werden kann. Die Entdeckung der Feigenbaumkonstanten  (  und das überaus komplexe Lösungsverhalten - insbesondere für den chaotischen Parameterbereich - der mathematisch besonders einfach aussehenden logistischen Wachstumsgleichung ist erstaunlich und kann aus den vorangegangenen Experimenten nicht genauer begründet werden. Keine tiefergehende Begründung des Zusammenhangs aber eine bessere Strukturierung des beobachteten konplexen Verhaltens liefern Computer -bzw. Taschenrechnerexperimente zum Feigenbaumdiagramm.

Was ist der tiefere Grund für das zum Teil erstaunliche und merkwürdige Verhalten der logistischen Zeitreihen? 

Eine rein mathematisch-abstrakte Analyse und Untersuchung ist schwierig und verbietet sich deshalb für die Jahrgangsstufe 10 (11.1); sie ist auch für Oberstufenkurse im Pflichtunterricht nicht ganz einfach. Die Beantwortung dieser Frage wird nun mehr geometrisch-plausibel mit Hilfe des leicht verständlichen Verfahrens der Graphischen Iteration angegangen. Das graphische Iterieren per Hand mit Hilfe von Arbeitsblättern führt auf Entdeckungen, die anschließend geometrisch zufriedenstellend analysiert und interpretiert werden können. Dabei kann von den drei wesentlichen Charakteristika des Chaos, nämlich Mischen, Periodizität und Sensitivität vor allem die Sensitivität den SchülerInnen in befriedigender Form vermittelt werden. Wichtig im Unterricht ist hierbei bzgl. der Sensitivität die Analyse und klare Abgrenzung von linearer und nichtlinearer Dynamik. 

Die Frage, warum die Nichtlinearität der logistischen Wachstumsgleichung eine so große Rolle spielt, beantwortet die Analyse der graphischen Iteration bei linearen Systemen(lineare Dynamik), die wiederum von den SchülerInnen mit Hilfe von Arbeitsblättern vorgenommen werden kann. Die SchülerInnen 
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kommen jetzt bzgl. der Unterschiede von linearer und nichtlinearer Dynamik mühelos zu vielfältigen Ergebnissen, so u.a.: In linearen dynamischen Systemen ist das Auftreten von Chaos nicht möglich, aber nicht in jedem nichtlinearen System steckt Chaos! 
Eine einfache geometrische Analyse der graphischen Iteration bei linearen Systemen und bei der logistischen Parabel bzgl. Verhaltensdynamik, Fehlerexpansion und Fehlerkompression und ihre Auswirkungen auf die Sensitivität in einem dynamischen System vertiefen die Erkenntnis über die Unterschiede von linearer und nichtlinearer Dynamik . Betrachtungen zu fächerübergreifenden, unterrichtsimmanenten Anwendungsfeldern und ein Vorschlag für eine Einheit von 18/19 bzw. 13/14 Unterrichtsstunden runden die Unterrichtsreihe ab.

Aus mathematischer Sicht ist die Iteration die mathematische Leitlinie für das vorliegende Unterrichtskonzept. Iteration paßt zum Computer, denn niemand kann besser iterieren als er. Der Begriff der Iteration wird bei der graphischen als auch bei der numerischen Iteration rein intuitiv erklärt und verwendet. Wir benutzen im übrigen die Begriffe Rekursion und Iteration synonym -obwohl das nicht ganz korrekt ist - , weil SchülerInnen der Jahrgangsstufe 10 (11.1) eine saubere begriffliche Unterscheidung i.a. nur als übertriebene definitorische Spitzfindigkeit empfinden und der eigentliche Sachverhalt aus dem Blick gerät.

Die vorgeschlagene Unterrichtseinheit basiert u.a. auf vielfältigen positiven Erfahrungen des Autors mit dem Thema Chaos(Deterministisches Chaos) im normalen Mathematikunterricht und in Projektwochen mit den verschiedensten J-Stufen am Luisen-Gymnasium in Düsseldorf, einer sog. Unesco-Projektschule(Themenschwerpunkt u.a.: „Umwelt und globale Verantwortung“); (Lvz (7), (8), (9); (10); (11)). Leitlinie bei all diesen Unterrichtsveranstaltungen (selbst in einem Leistungskurs) war immer, daß intuitives und entdeckendes Begreifen und Lernen absoluten Vorrang vor allen mathematisch-begrifflichen  Spitzfindigkeiten und Deduktionen haben muß.

Die vorliegenden Ausarbeitungen stützen sich zum Teil auf Peitgen, Jürgens, Saupe (5), (6), Reinartz (8), Lergenmüller (3), (4) des Lvz und eine Unterrichtskonzeption für die J-Stufe 10, die der Autor im Verlauf des Jahres 1995/96 im Rahmen seiner Mitarbeit für das Projekt MEDOS (Modellbildung / Exploration / Dynamik / Chaos und Simulation) des Landesinstituts für Schule und Weiterbildung des Landes Nordrhein-Westfalen in Soest erarbeitet hat. Eine genauere Beschreibung dieser Unterrichtskonzeption findet der interessierte Leser in Reinartz (11) des Lvz. Auf der Basis dieser Unterrichtskonzeption wurde vom Autor im Juni 1996 im Rahmen der Projektwoche ‘96 des Leibniz-Gymnasiums in Düsseldorf ein Projekt über grundlegende Aspekte der Chaostheorie erfolgreich durchgeführt. 

Die bewußt breit angelegte Darstellung der Unterrichtseinheit läßt einen wünschenswerten und sinnvollen Einsatz der vorliegenden Ausarbeitungen oder Teilen davon zur persönlichen SchülerInnenlektüre als erste Einführung in das Thema „Chaos“ zu.

Der enge Zeitrahmen im mathematischen Pflichtunterricht erlaubt zwar den Einsatz von Computern und programmierbaren Taschenrechnern, i.a. aber nicht die selbständige Erstellung von ablauffähigen Computerprogrammen durch die SchülerInnen zur Untersuchung der vielfältigen Aspekte des Themas Chaos. Die vorliegende Unterrichtskonzeption schließt aber Aktivitäten in diese Richtung selbstverständlich 
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nicht aus. Aus den genannten Gründen werden deshalb für das Experimentieren am Computer ganz bewußt nur fertige Modellbildungssysteme und Computersoftware eingesetzt(Sw (1), (2), (3)).

Ein wesentliches Ziel der vorgestellten Unterrichtseinheit ist unter anderem auch, daß mit einfachsten mathematischen Hilfsmitteln wesentliche Sachverhalte nichtlinearer Dynamik und ihre Konsequenzen für ein angemessenes Verhalten im Umgang mit der Natur und Umwelt einsichtig gemacht werden. Der Unterrichtsschwerpunkt liegt also keineswegs auf dem rein mathematischen Aspekt und der darauf fußenden Zielsetzung, mathematisch möglichst viel auf dem Niveau der Jahrgangsstufe 10 (11.1) aus dem Thema „Chaos“ herauszuholen. Für derart anspruchsvolle Ziele reicht bei realistischer und ehrlicher Analyse die zur Verfügung stehende Unterrichtszeit im mathematischen Pflichtunterricht bei weitem nicht aus, auch wenn manche der in der Literatur ansatzweise vorgestellten Unterrichtskonzeptionen den gegenteiligen Eindruck zu vermitteln suchen.

Wenn auch ein sehr vereinfachtes mathematisches Klimamodell in den Jahrgangsstufen 10 oder 11 noch nicht besprochen werden kann, so leidet darunter aber keineswegs die Einsicht in den gesamten Problemkreis der nichtlinearen Dynamik, weil die zu behandelnde logistische Wachstumsgleichung bekanntlich die wesentlichen Strukturen von Chaos generiert. Der angemessene Transfer der Strukturen und Ergebnisse des logistischen Wachstumsprozesses auf andere nichtlineare Dynamiken und die Diskussion über die sich daraus ergebenden Konsequenzen für unser eigenes Verhalten(z.B. Klimaproblematik und Klimamodelle) sollte gerade auch im Hinblick auf die Forderung nach fächerübergreifendem Unterricht den SchülerInnen unbedingt zugemutet werden. Bezüglich der oben erwähnten Sensitivität sollte insbesondere deutlich werden, daß viele der real existierenden Öko -und Klimasysteme etc. äußerst empfindlich auf menschliche Eingriffe reagieren können, unter Umständen mit katastrophalen Folgen.

Auch Frederic Vester betont in seinem Buch Unsere Welt ein vernetztes System; Klett-Cotta, Stuttgart 1978 die Notwendigkeit einer rationalen Auseinandersetzung mit Systemzusammenhängen: „ Angesichts unserer immer undurchsichtigeren Gesamtsituation, der sich zuspitzenden Energie -und Rohstofflage, der steigenden Soziallasten, der zunehmenden Umweltprobleme, aber auch solcher der persönlichen Lebensführung erscheint eine Öffnung des Bewußtseins in Richtung eines besseren Verständnisses von Systemzusammenhängen von eminenter Bedeutung“.

Fast missionarisch wirkt das Plädoyer des bekannten Populationsbiologen Robert May, der bereits 1976 in seinem berühmten Artikel Simple mathematical models with very complicated dynamics; Nature 261/459, S. 459-467 forderte, daß in einer von linearen Denkmodellen beherrschten Welt schon jeder Schüler - ausgerüstet mit einem Taschenrechner - mit der logistischen Differenzengleichung spielen solle, um mehr über den realen, aber nahezu vollständig nichtlinearen Charakter dieser Welt und das in ihr lauernde Chaos zu erfahren. 

Die Auseinandersetzung mit der Nichtlinearität in unserer Welt bedeutet nichtzuletzt eine Erziehung - weg vom linearen - zum dringend notwendigen vernetzten, nichtlinearen Denken und deshalb eine Erziehung zur globalen Verantwortung(Lvz (9), (10), (11); (12)). Auch deshalb verstehen sich die Materialien als ein praktischer Beitrag zum anwendungsorientierten und fächerübergreifenden bzw. projektorientierten Unterricht.

Düsseldorf, im Januar 1999

(Stand der letzten Homepage -und Skriptüberarbeitung)
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2.0 - Einführende Bemerkungen zum Thema Chaos

Pionierarbeit leistete im Bereich der Chaostheorie schon vor gut hundert Jahren der große französische Mathematiker und Physiker Henri Poincare( zwischen 1889 und 1899 in mehreren Abhandlungen über das sog. Dreikörperproblem in der Himmelsmechanik. Seine Arbeiten mündeten in nichts geringerem als der Konsequenz, die klassischen Grundlagen des strengen Determinismus in der Newtonschen Mechanik in Frage zu stellen, seinerzeit ein unerhörter Vorgang. Diese revolutionäre Auffassung konnte sich aber nicht als ein neues Paradigma in den Naturwissenschaften etablieren und geriet wieder in Vergessenheit. 

Zu Beginn der sechziger Jahre stieß der amerikanische Metereologe E. Lorenz beim Versuch, auf dem Computer Wetterprognosen zu erzeugen, auf das verblüffende Resultat, daß verschwindend kleine Veränderungen in den Anfangsbedingungen in seinem System von drei nichtlinearen Differentialgleichungen zu sprunghaften Änderungen in den Lösungen, die den Zustand des Wetters beschrieben, führten. Das Resultat war insofern verblüffend, weil aus zweifelsfrei deterministischen Gleichungen kein vorhersagbares bzw. berechenbares Ergebnis ableitbar war. Konkret bedeutete das: dem Wetter liegen physikalische Prozesse zugrunde, die prinzipiell unberechenbar sind, längerfristige Wetterprognosen also unmöglich machen. Die Physiker nennen solche unberechenbaren Zustände an sich deterministischer Systeme Deterministisches Chaos. Seit etwa 1980 gilt die Chaostheorie als etabliert(Lvz (1); (7); (12)).

Wirklich grundlegende Einsichten in das Chaosphänomen lassen sich nur über das Verständnis der unterschiedlichen Wirkungsweisen linearer und nichtlinearer Systeme gewinnen. Die nichtlineare Betrachtungsweise faßt die Welt als ein vernetztes System von Größen auf, die nichtlinear verkoppelt sind und deren Dynamik häufig - anders als in linearen Systemen - eine außerordentlich komplexe Struktur aufweist, die durch eine spezifische innere Verwobenheit von Chaos und Ordnung charakterisiert werden kann. Präzise erfassen und verstehen lassen sich diese Phänomene über die mathematische Analyse linearer und nichtlinearer Dynamik; häufig steht dabei die Schlichtheit der zu analysierenden mathematischen Gleichung in geradezu groteskem Gegensatz zur Komplexität ihrer Verhaltensstruktur. Merkmale von Chaos treten bei fast allen komplexen Systemen mit hohem Vernetzungsgrad auf; dabei sind hochgradig vernetzte Systeme in Natur und Umwelt die Regel. 

Charakteristisch für Chaos ist u.a. die extreme Sensibilität, die potentiell in Populations-,Öko -und Klimasystemen auftreten kann. Diese Sensibilität bedeutet, daß trotz deterministischer Modellierung die Systemwerte keiner erkennbaren Gesetzmäßigkeit mehr gehorchen und damit nicht mehr vorhersagbar sind. So kann z.B. der u.a. durch Ausbeutung fossiler Energieträger verursachte Treibhauseffekt die Parameter unseres Klimasystems so verändern, daß die bisher stabile Dynamik in nicht vorhersagbares Verhalten bzw. in eine Verzweigung umschlägt. Der mögliche Verlust der Vorhersagbarkeit bzw. der qualitative Umschlag an einem Verzweigungspunkt(sog. Bifurkationspunkt) dürfte die gängige Vorstellung von der relativen Stabilität unseres Klimasystems nachhaltig erschüttern. Unsere lückenhaften Kenntnisse über die wahren Systemparameter erlauben uns nicht, daß wir die Folgen von Umweltbelastungen sicher abschätzen können: „Wissen wir eigentlich, was wir tun?“ Wir wissen es nicht!
Die Nichtlinearität in vielen Bereichen der Natur und Umwelt zwingt uns zum Umdenken und zu einem grundlegend anderen Umgang mit der Natur(Vgl. u.a. Lvz (9); (10): (11); (12)). Es muß daher Aufgabe der Schule sein, die Linearität im Denken aufzubrechen und die SchülerInnen in fächerübergreifenden Zusammenhängen auf die Komplexität des Lebens vorzubereiten.
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3.0 - Wachstumsmodelle

3.1 - Lineares Wachstum
Es existieren verschiedene Wachstumsprozesse, für die sich die Biologen, Ökologen und Epidemiologen schon immer interessiert haben. Neben einfachen Populationsentwicklungen bietet die Geschichte auch viele Beispiele für Populationen, die außer Kontrolle gerieten: die Freisetzung einer kleinen Kaninchenschar in Australien, deren Nachkommen explosionsartig den ganzen Kontinent füllten; die Eroberung der nordöstlichen Vereinigten Staaten durch die Raupe des großen Schwammspinners, die aus einem Labor entwichen war; die fortschreitende Flut der Killerbienen oder die Grippewellen, die jahrelang zu schlafen scheinen und dann plötzlich seuchenartig die ganze Erde umwandern, um schließlich wieder abzusterben. Dieses komplexe Verhalten von Populationen interessiert aber auch die Mathematiker. Denn hinter den scheinbar einfachen Formeln steckt oft ein vielfältiges Verhalten, das von der einfachsten Ordnung bis zum Chaos reicht.

Wir betrachten nun im folgenden die einfachste Wachstumsform, nämlich zeitdiskretes lineares Wachstum bzw. Wachstum mit konstantem Zuwachs.

Problem:

Jemand hat 200,-DM auf seinem Sparbuch; der Jahreszins beträgt 6%. Welchen Betrag weist das Guthaben einschließlich der Zinsen nach 8 Jahren auf, wenn die jährlichen Zinsen nicht mitverzinst, aber dem Sparbuch jedes Jahr gutgeschrieben werden.

Für die jährliche Kapitalentwicklung gilt:

K(to) = Ko = 200 : (Anfangskapital) ;      tn; n = 0; 1; .....; 8 (Laufzeit in Jahren)

p% = 6%: (Zinssatz) ;               Z = (6 x 200) : 100 = 12 (konstanter Zuwachs) .

Wertetabelle:


tn
to = 0
t1 = 1
t2 = 2
t3 = 3
t4 = 4
t5 = 5
t6 = 6
t7 = 7
t8 = 8


K(tn)
200
212
224
236
248
260
272
284
296

Also beträgt das Endguthaben einschließlich aller Zinsen:  K(t8) = K8 = 296,-DM

Das unten abgebildete Schaubild zeigt - wie erwartet - eine „diskrete“ lineare Funktion(das Guthaben als lineare Funktion von t, definiert auf einer Teilmenge der Menge der natürlichen Zahlen). Das stetige lineare Pendant ist die Funktion  f  mit  y = f(x) = mx + b  mit  b = K0 = 200  und  m = 12.

Es gilt also: 

                     K(t)=12t + 200  oder K(tn+1)=12 t n+1 + 200  bzw. y=f(x)=12x + 200 (an diskreten Stellen).

                      Allgemein: K(tn+1) = (1/100)(pK(to)( t n+1 + K(to)  bzw.  y = f(x) = mx + b.
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Verschieben wir die gepunktete Gerade in den Koordinatenursprung, so liegt eine direkte Proportionali tät vor(d.h. dem n-fachen der Eingangsgröße  t  entspricht das n-fache der Ausgangsgröße  K(t)). Das macht natürlich nur mathematisch einen Sinn, denn im praktischen Leben bleibt ein Guthaben auf der Ausgangsgröße  0  stehen.




Man kann die vorliegende Wertetabelle für die einzelnen Guthaben  K(tn)  auch - wie wir es im Grunde genommen gedanklich schon gemacht haben - über die folgende lineare Iterationsformel gewinnen:

K(tn+1) = K(tn) + Z   mit   Z = 12 = p K(to) : 100  ;   n = 0;......;8.

Die Änderung der Zuwachsrate  Z  hängt also von  p  ab; der Startwert ist K(to) = 200. Die Formel ist - wie alle Iterationsformeln - ideal für die Berechnung mit einem Computer(Programm, Tabellenkalkulation etc.).

Hinweis: Iteration verlangt also, denselben Berechnungsvorgang ständig zu wiederholen; die Iterationsformel und die Angabe eines Startwertes legen eindeutig eine Zahlenfolge fest.
Weitere einfache Beispiele für lineares Wachstum:

a) Eine Schraubenfeder wird an einem Ende aufgehängt, das andere Ende wird mit immer größeren 
     Gewichtsstücken(Masse  m) beschwert und die Länge  L  der Feder wird gemessen.

b) Der zurückgelegte Weg in Abhängigkeit von der Zeit bei einer Fahrt mit nahezu konstanter 
     Geschwindigkeit(gleichförmige Bewegung).

c) Die Füllhöhe eines Zylinders(Wasserbehälters) bei gleichmäßigem Zufluß.
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Da die obige lineare Iterationsformel als das mathematische Modell eines - wenn auch sehr einfachen - linearen Dynamischen Systems aufgefaßt werden kann, sollen an dieser Stelle einige allgemeine Bemerkungen und Hinweise über Dynamische Systeme gemacht werden.

Vorgänge, die dynamisch von der Zeit abhängen, nennt man Dynamische Systeme. Beschreibt man diese Vorgänge durch eine mathematische Modellgleichung wie z.B.  K(tn+1) = K(tn) + Z, so spricht man auch von einem Dynamischen Modell.

Das Berechnen von K(tn+1) in (dynamischer) Abhängigkeit von der Zeit  t  in Verbindung mit einem Computer nennt man die Simulation eines Dynamischen Systems oder Modells, weil mit Hilfe eines Computers die „Wirklichkeit“ simuliert(„nachgestellt“) wird.

Läuft die Zeit in diskreten Zeitpunkten ab(wie im obigen Wachstumsbeispiel), so spricht man von einem diskreten dynamischen Modell(Differenzengleichungen!), andernfalls von einem stetigen dynamischen Modell(Differentialgleichungen!). Wir werden im folgenden immer nur die diskrete Dynamik betrachten, weil sie besonders gut zum Computer „paßt“, denn „niemand kann besser iterieren als er“.

Man unterscheidet je nach Typ der Differenzengleichung(Iterations - bzw. Rekursionsformel!) zwischen linearer und nichtlinearer Dynamik. Der Unterschied zwischen linearer und nichtlinearer Dynamik ist außerordentlich bedeutsam, wie wir noch sehen werden.

Erstellt man ein dynamisches mathematisches Modell, das die wesentlichen Eigenschaften des wirklichen Sachverhaltes wiedergibt, so kann man dann mit Methoden der Mathematik und mit Hilfe des Computers das Verhalten des Modells untersuchen und beschreiben; anschließend werden die gefundenen Eigenschaften interpretierend auf die reale Situation übertragen. Bei der Interpretation können sich Abweichungen zwischen dem mit dem Modell vorhergesagten und dem wirklichen Verhalten ergeben. Ihre Analyse führt zu Verbesserungen des mathematischen Modells, die durch eine erneute Simulation und Interpretation geprüft werden können. So wird nach mehrfachen Durchläufen dieses Modellbildungskreislaufs das Modell die Wirklichkeit immer genauer wiedergeben(vgl. A. Lergenmüller in (3)).

Simulation eines Modells(Schema):

            Reale Situation


(      (    ((     (     (

           Wirkliches Verhalten



                      (
            Modellbildung

                      (

                           (
                  Interpretation

                           (

       Dynamisches Modell


       (((((((
          Simulation
           Verhalten des Modells
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3.2 - Exponentielles Wachstum

Würde man z.B. die Entwicklung einer Bevölkerung mit einem linearen Modell beschreiben, so erkennt man leicht, daß die Annahme des konstanten Bevölkerungszuwachses unrealistisch ist, da man berücksichtigen muß, daß auch die Kinder ihrerseits wieder Kinder bekommen usw.(Kindeskinder!). Man hat hier also die klassische „Zinseszinssituation“, ein Paradebeispiel für exponentielles Wachstum, d.h. für Wachstum mit bestandsproportionalem Zuwachs.

Die „Kindeskinder“ entsprechen in Form des Zinseszinses einer mit Sicherheit realistischeren Variante der Verzinsung und Geldanlage als die im Ausgangsproblem des linearen Wachstums in Abschnitt 3.1. Wir wenden uns deshalb wieder diesem Beispiel zu.

Wir nehmen also bei gleichem Anfangskapital  K(to) = Ko = 200  und Zinssatz  p% = 6%  nun an, daß während der gesamten Laufzeit das Anfangskapital und die jeweiligen Gesamtzinsen jedes Jahr mitverzinst werden(Zinseszins!). Die Berechnungen für die einzelnen Jahre sehen dann so aus:

1. Jahr:     K(t1) = K1 = 200,00 + (6 x 200,00) : 100 = 212,00

2. Jahr:     K(t2) = K2 = 212,00 + (6 x 212,00) : 100 = 224,72

3. Jahr:     K(t3) = K3 = 224,72 + (6 x 224,72) : 100 = 238,20

4. Jahr:     K(t4) = K4 = 238,20 + (6 x 238,20) : 100 = 252,49

5. Jahr:     K(t5) = K5 = 252,49 + (6 x 252,49) : 100 = 267,64

6. Jahr:     K(t6) = K6 = 267,64 + (6 x 267,64) : 100 = 283,69

7. Jahr:     K(t7) = K7 = 283,69 + (6 x 283,69) : 100 = 300,71

8. Jahr:     K(t8) = K8 = 300,71 + (6 x 300,71) : 100 = 318,75

Wertetabelle und Funktionsgraph sehen für die vorliegenden Berechnungen so aus:



    tn
 to = 0
 t1 = 1
 t2 = 2
 t3 = 3
 t4 = 4
 t5 = 5
 t6 = 6
 t7 = 7
 t8 = 8



  K(tn)
200
212
224,72
238,2
252,49
267,64
283,69
300,71
318,75



  K(tn)
200
212
224
236
248
260
272
284
296
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Beachte: Die dritte Zeile der Wertetabelle enthält noch einmal zum Vergleich die Daten für lineares Wachstum; ebenso beschreibt im Schaubild der untere Graph(Reihe 2) lineares Wachstum. Der Unterschied im Steigungsverhalten beider Graphen fällt erheblich größer aus, wenn eine deutlich längere Laufzeit gewählt wird, da der Graph für exponentielles Wachstum langfristig enorm ansteigt. Nach 8 Jahren ist im linearen Modell das Gesamtguthaben(bezogen auf das Anfangskapital) um 48% gestiegen, im exponentiellen Modell dagegen um ca. 59,4%.
Wir vereinfachen nun in bekannter Weise den vorliegenden Berechnungsvorgang:




Den enormen Anstieg exponentiellen Wachstums zeigt z.B. die Laufzeit von 30 Jahren: Dem Guthaben von 560,-DM bei linearem Wachstum steht ein Guthaben von 1148,70,-DM bei exponentiellem Wachstum gegenüber.

Bezeichnet man in der Zinseszinsformel den sog. Aufzinsungsfaktor mit   

, so schreibt sich die Zinseszinsformel in der Form:



.

Geht es generell um diskretes exponentielles Wachstum, so wird  a  häufig als Wachstumsfaktor bezeichnet. Bei stetigem exponentiellem Wachstum benutzt man bekanntlich zur Beschreibung die allge 
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meine Exponentialfunktion  y = f(x) = ax , mit a ( 0. Mit  a = e (Eulersche Zahl) ergibt die erste Ableitung von  f  und alle weiteren Ableitungen wieder den Term der Ausgangsfunktion. Dies verdeutlicht auf exakte Weise den ungeheuren Anstieg exponentiellen Wachstums. Oder anders formuliert: Ist bei linearem Wachstum der Zuwachs konstant, so nimmt bei (stetigem) exponentiellem Wachstum der Zuwachs in Abhängigkeit vom jeweiligen Bestand ständig zu(Wachstum mit bestandsproportionalem Zuwachs!) und zwar wird die lokale Änderungsrate durch den Term der Exponentialfunktion selbst beschrieben, die Änderungsrate wächst also exponentiell. Die fast furchterregenden Wachstumsraten lassen sich für diskretes exponentielles Wachstum sehr eindrucksvoll durch Beispiele belegen, die in jedem Schulbuch zu finden sind: Schachbrettproblem; Papierfaltung usw.. Hinweise darauf, daß überraschend viele Wachstumsprozesse in Natur, Ökologie, Ökonomie usw.im Frühstadium exponentiell sind, dürfen im Unterricht auf keinen Fall fehlen.

Auch das diskrete exponentielle Wachstum läßt sich leicht mit Hilfe einer linearen Iterationsformel beschreiben(wir haben diese schon bei der Herleitung der Zinseszinsformel benutzt!):




Schema der linearen Iterationsformel:

Xn ((((((r ( Xn  (((((( Xn+1
(




  (
(




  (
((((( Rückkopplung  (((( (    .

(Beständige Wiederholung desselben Berechnungsvorgangs)

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir das Wachstum einer Bakterienkolonie, die sich einmal pro Minute verdoppeln soll. Zur Zeit  t = 0 sollen  10  Bakterien existieren; mit  N(tn)  sei die Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt  tn  bezeichnet. Daraus ergeben sich die folgenden Werte zu den einzelnen Zeitpunkten:
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N(to) = 10

N(t1) = 2 x N(to) = 20

N(t2) = 2 x N(t1) = 40

N(t3) = 2 x N(t2) = 80



N(tn+1) = 2 x N(tn)   ;   n = 0; 1; 2; .......(allgemeine lineare Iterationsformel)



(Natürlich ist auch ein anderer Wachstumsfaktor als  2  möglich).

Wichtiger Hinweis:

Anlaß zu Mißverständnissen gibt immer wieder folgender Umstand: Lineares Wachstum ist linear, exponentielles Wachstum dagegen ist nichtlineares Wachstum. Beschreibt man diese Wachstumsarten über Funktionsterme, so wird lineares Wachstum durch einen linearen Term und exponentielles Wachstum durch einen nichtlinearen Term ausgedrückt. Modelliert man diese beiden Wachstumsarten im diskreten Fall aber durch Iterationsformeln(Rekursionsgleichungen!), so sind in beiden Fällen die Formeln(Gleichungen!) linear. Dies ist vor allem im Hinblick auf das noch zu besprechende logistische Wachstum beachtenswert.

Die Grenzen des Wachstums:

Jede Population(und nicht nur Populationen!) ist aus biologischen Gründen beschränkt; d.h. es gibt eine Zahl  S  - eine sog. „obere Schranke“ - , die von der Populationszahl nicht überschritten wird. Gründe hierfür können u.a. sein: Abnahme der Ressourcen, Ernährungsprobleme, Krankheiten, Aggressionen usw.. Auch weitere bologische Faktoren sind denkbar: z.B. Versorgungsprobleme in einer Pflanze, Tragfähigkeit, Widerstandsfähigkeit usw..

Eines ist jedenfalls klar: Die Annahme einer konstanten Wachstumsrate(lineares Wachstum) oder einer bestandsproportionalen Wachstumsrate(exponentielles Wachstum bzw. „explodierendes“ Wachstum) ist auf die Dauer unrealistisch, da dies langfristig immer auf unbegrenztes Wachstum also auf eine gegen „Unendlich“ gehende Bestandszahl bei i.a. begrenzten Ressourcen führt. Sinnvoll wäre vielmehr eine Wachstumsrate, die mit wachsender Populationsgröße abnimmt, damit generell der Graph der „Wachstumsfunktion“ flacher wird. 

Die entscheidende Frage ist nun: Wie müßte das anfänglich sinnvolle exponentielle Wachstum(Modell!) begrenzt(abgeändert!) werden, damit eine Verlangsamung des Wachstums eintritt?

Hinweis: Aus ziemlich naheliegenden Gründen ist sofort einsichtig, daß rein lineares Wachstum - obwohl in gewissen Bereichen unseres Lebens und der Natur durchaus sehr wichtig - viele Wachstumsprozesse vor allem in Ökologie und Biologie allenfalls in der Anfangsphase angemessen beschreiben kann. Lineares Wachstum soll deshalb nicht weiter erörtert werden.
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Es gibt nun eine ganze Reihe von Wachstumsmodellen, die begrenztes Wachstum mehr oder weniger realistisch beschreiben:


- Wachstum mit Selbstvergiftung(und „Selbstvergiftung mit Abbau des Giftes“ bis hin zu den 
                komplexen Modellen von J.W. Forrester und Meadows; vgl. u.a. (Lvz. (3), S. 59!).


- Logistisches Wachstum(sog. Sättigungswachstum; nach P. F. Verhulst, belgischer Bio-

    Mathematiker; 1845).


- Räuber-Beute-Zyklus nach Lottka-Volterra(gilt mittlerweile aber in Einzelheiten als etwas 

   veraltet!)


-  und viele weitere(z.T. sehr komplexe) Modelle.

Die Grundidee von Lottka-Volterra soll hier kurz angeschnitten werden, weil sie in vielen komplexen Modellen(mehrfach verkoppelte Räuber-Beute-Zyklen!) auftaucht:

Räuber-Beute-System von Hecht und Forelle in einem See:

Leben anfangs nur einige Hechte in einem mit Forellen ausreichend besetzten See, so steht den Hechten ein praktisch unbegrenzter Vorrat an nachwachsenden Forellen zur Verfügung. Die Hechte vermehren sich aufgrund der guten Versorgungslage zügig, so daß nach einiger Zeit das Wachstum der Hechte geradezu „explodiert“; die Zahl der Forellen wird dadurch natürlich erheblich vermindert. Auf diese Art zerstören die Hechte ihre wesentliche Lebensgrundlage, ihre Hauptnahrungsquelle; jetzt dezimiert also die Übervölkerung der Hechte ihren eigenen Bestand und bedroht ihre Population. Da die Population der Hechte stark abgenommen hat, vermehren sich die Forellen allmählich von neuem und ihre Zahl wächst stetig. Dem stark reduzierten Hechtbestand geht es nun wieder gut; er besitzt reichlich Futter und kann sich allmählich wieder vermehren. Es entsteht auf diese Art eine Schwingung zwischen der Zahl der Hechte und der Zahl der Forellen, also zwischen Raubtier und Beute; die Dynamik dieses Systems ist in der Realität stabil(Beschreibung und die folgende Graphik sind dem lesenswerten Buch von J. Briggs/F.D.Peat: Die Entdeckung des Chaos, Carl Hanser Verlag, München-Wien, 1990, S. 51/52 entnommen).
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Real treten in der Natur häufig mehrere Räuber-Beute-Systeme auf, die miteinander in Wechselwirkung stehen(verkoppelte Systeme!), so z.B. Forelle-Hecht-Zyklus mit einem Insekten-Frosch-Zyklus.

3.3 - Logistisches Wachstum

Wir wollen uns nun im folgenden mit dem logistischen Wachstum beschäftigen und leiten deshalb für den zeitdiskreten Fall eine Iterationsformel(Rekursionsgleichung!) her.

Wir wissen schon: Jede Population ist aus biologischen Gründen beschränkt; d.h. die Population kann eine gewisse obere Schranke nicht überschreiten. Die Gründe, warum eine Population in ihrem Wachstum begrenzt sein kann, haben wir oben diskutiert.

Das logistische Wachstum ist nun ein brauchbarer Ansatz für viele Wachstumsprozesse, insbesondere für die Entwicklung von Tier -und Pflanzenpopulationen bei beschränktem Lebensraum(Abhängigkeit von der begrenzten Versorgung mit Nahrungsmitteln usw, - der „Logistik“).

Logistisches Wachstum bzw. die logistische Wachstumsgleichung läßt sich u.a. gut zur annähernden Beschreibung folgender Dynamiken verwenden:


Schneeschuhhase, Karibu und arktische Schneehasen sowie Räuber-Beute-Spezies Luchs auf 
Neufundland


Wühlmaus-Art Lemmus lemmus


periodische Zikaden; Larven von Insekten, die in den USA vorkommen


sog. „Zigeunermotte“(Lymantria dispar) in den USA


Maikäfergenerationen


Hecht-Forelle / Insekten-Frosch-Systeme(idealisiert!)


Genetik


Lerntheorie


Insektenforschung


Laser-Physik


Theorie der Molekularentwicklung


Turbulente Flüssigkeitsströmungen


Belousov-Zhabotinski-Reaktion in der Chemie .
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Zur Herleitung der logistischen Wachstumsgleichung (zeitdiskreter Fall):

Da exponentielles Wachstum nur in der zeitlich ersten Phase biologisches Wachstum in der Natur richtig beschreiben kann, gehen wir von der oben hergeleiteten allgemeinen linearen Iterationsformel(Rekursionsgleichung) für exponentielles Wachstum aus und versuchen diese angemessen zu verändern:



( r ist der sog. Wachstumsfaktor).

Im vorliegenden Fall ist die Wachstumsrate konstant, d.h. die Population jedes Jahres ist der des vorhergehenden Jahres proportional. Mathematisch ausgedrückt: Die vorliegende Gleichung ist streng linear. Will man das Wachstum sinnvoll beschränken, so sollte jetzt die Wachstumsrate nur noch proportional zum jeweils vorhandenen Lebensraum der Population sein. Soll also der Einfluß aller anderen Faktoren auf das Populationswachstum berücksichtigt werden, so fügt man auf der rechten Seite der obigen Gleichung ein multiplikatives Glied, nämlich den Faktor  (1 - xn)  hinzu, der diese Gleichung nichtlinear macht:




Die Bedeutung und Notwendigkeit der einschränkenden Bedingungen ergibt sich aus den weiteren Ausführungen.

Wir wollen die Gleichung (*) interpretieren: Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen zwei miteinander konkurrierende Glieder. Wird  xn  größer, so wird  (1-xn)  kleiner und umgekehrt. Der Faktor (1-xn) hält also das Wachstum in Grenzen, weil dieser Term abnimmt, wenn  xn  zunimmt. Ist  xn  sehr klein, der Faktor  (1-xn)  also nahe bei  1, so entspricht die logistische Gleichung (*)  fast der Gleichung für exponentielles Wachstum, d.h. die Population wächst mehr oder weniger exponentiell. Kommt  xn  nahe an  1, so wird der Faktor  (1-xn)  immer kleiner, die rechte Seite der Gleichung (*) geht dabei gegen Null. Das bedeutet, daß die Wachstumsrate(Geburtenrate) abnimmt. Der Parameter  r  in der Gleichung (*) ist ein sog. Kontroll -bzw. Steuerparameter, der den Einfluß der „Umgebung“ auf die Population  xn für sehr großes  n  beschreibt. Ändert man diesen Parameter, so kann dies eine Änderung im qualitativen Verhalten der Population zur Folge haben. Für  0 ( r ( 1  bewegt sich zum Beispiel die Population auf Null zu und stirbt aus. 

Die Gleichung (*) nennt man logistische Wachstumsgleichung und in der vorliegenden Form (*) auch Standardform der logistischen Wachstumsgleichung; die Normierung der Population auf das Intervall  (0;1( (diese Normierung bedingt im übrigen die Einschränkung  0 ( r ( 4) ist notwendig, um Populationen verschiedener Größen miteinander vergleichen zu können.

Die hier gewählte Standardform weicht etwas von der in der Biologie usw. üblicherweise benutzten Form ab. Die Standardform hat aber mathematisch-technische Vorteile und ist in der Literatur zur nichtlinearen Dynamik üblich.
Die in der Biologie usw. gebräuchlichere Form geht aber durch eine einfache lineare Transformation in die vorliegende Standardform über(vgl. z.B. (6), S. 86-89). Das bedeutet, daß beide Formen mathematisch gleichwertig sind. Mit der Standardform läßt sich mathematisch aber leichter „hantieren“.
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Bringt man die Standardform (*) der logistischen Wachstumsgleichung




auf die Form



         ,

so erkennt man noch deutlicher: die logistische Wachstumsgleichung ist eine nichtlineare Gleichung!  Sie enthält einen linearen „treibenden“ Term und einen nichtlinearen „bremsenden“ Term. Im logistischen Wachstumsmodell ist die Wachstumsrate von der momentanen Populationsgröße abhängig; dies erfordert einen“Rückkopplungseffekt“, der über die Rekursionsgleichung (*) ausgedrückt wird.

Hat man nun zum Beispiel die Entwicklung einer biologischen Population im Auge, so könnte man sich den graphischen Verlauf logistischen Wachstums ungefähr so vorstellen:


anfänglich eine Art exponentielles Wachstum.


mit zunehmender Populationsgröße wird die Wachstumsrate immer kleiner, so daß der Anstieg

der Kurve immer flacher wird.


Schließlich ist die Wachstumsrate gleich Null, so daß die Population konstant bleibt; sie

stabilisiert sich also bei einem maximalen Wert, den wir später den Fixpunkt-Attraktor der 

nichtlinearen logistischen Wachstumsdynamik nennen.

Verbindet man graphisch die einzelnen Punkte der diskreten logistischen Wachstumsdynamik, so kann man damit rechnen(bis jetzt unsere Vermutung bzw. die der SchülerInnen!), daß der graphische Verlauf logistischen Wachstums ungefähr so aussieht(im Vergleich dazu exponentielles Wachstum):


steil: exponentielles Wachstum  ;  flach: logistisches Wachstum(sog. Sättigungskurve/ S-Kurve)
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Alle Formeln für den diskreten Fall auf einen Blick:
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4.0 - Numerische Taschenrechner -und Computerexperimente
4.1 - Zum logistischen Wachstum
Taschenrechnerexperimente:

Nach Anfertigung eines einfachen Programms für die logistische Wachstumsgleichung(nichtlineare Rekursionsgleichung bzw. Iterationsformel!) lassen sich mit programmierbaren Taschenrechnern beliebigen Fabrikats recht interessante und aufschlußreiche numerische Experimente durchführen.

Genauer untersucht wird also die Gleichung




Der Taschenrechner offenbart bei genauerer numerischer Untersuchung das sog. Feigenbaum-Szenario; Graphik-Taschenrechner bilden sogar das weiter unten noch zu besprechende Feigenbaum-Diagramm ab.

Numerische Taschenrechnerergebnisse:

Für beliebige Startwerte  x0  mit  0 ( x0 ( 1  gilt bzgl. des variablen Steuerparameters  r:

0 ( r ( 3:
Existenz eines sog. Fixpunkt-Attraktors(vgl. Glossar!), dessen numerischer Wert kontinuierlich von  r  abhängt; dieser „Folgengrenzwert“(Fixpunktwert) wird mit wachsendem  r  immer größer(für 0 ( r ( 1 ist dieser Grenzwert gleich  0  und die Population stirbt aus!). Der Fixpunktwert des Attraktors bleibt jeweils für festes  r  mit beliebigen Startwerten  x0 ( (0;1(  immer stabil. Der vorliegende Fall entspricht im Prinzip der „Sättigungskurve“ im zeitdiskreten Modell.

3 ( r ( 3,44865:

Grenzzyklus-Attraktor mit der Periode 2(vgl. Glossar!); die jeweiligen Zykluswerte werden mit wachsendem  r  immer größer. Variiert der Parameter  r  in diesem Bereich, so bleibt das qualitative Verhalten des Systems trotzdem unverändert; es besteht für alle erlaubten Startwerte ein stabiles - von  r  abhängiges -Gleichgewicht, d.h. die Zykluswerte des Attraktors bleiben für jeweils festes  r  mit erlaubten Startwerten immer die gleichen.

3,44865 ( r ( 3,54413:

Grenzzyklus-Attraktor mit der Periode 4(vgl. Glossar!); die jeweiligen Zykluswerte werden mit wachsendem  r  immer größer. Sinngemäß gelten weiterhin die Bemerkungen wie für den Grenzzyklus-Attraktor der Periode 2.
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3,54413 ( r ( 3,56445:

Grenzzyklus-Attraktor der Periode 8  usw. .

3,56445 ( r ( 3,56999:

Grenzzyklus-Attraktor der Periode 16  usw. .

Qualitative und damit entscheidende Veränderungen im Systemverhalten erfolgen also immer an den sog. Übergangsstellen der einzelnen Parameterbereiche von  r; diese Veränderungen bleiben dann für den sich anschließenden Bereich erhalten. Es ist nützlich(und sei als Übung für die SchülerInnen empfohlen!), sich einmal klar zu machen, welch einschneidende, praktische Folgen ein derart massiver, qualitativer Umschlag - d.h. der schlagartige Übergang von einem stabilen Gleichgewicht in ein anderes stabiles Gleichgewicht - in ökologischen-, biologischen-, medizinischen-, physikalischen-, technischen und volkswirtschaftlichen dynamischen Systemen haben kann.

Vergrößert man  r  nun immer weiter, so tritt eine unendliche Folge von Übergangsstellen auf, die gegen 3,56999 „strebt“(konvergiert!). Dabei finden die Periodenverdopplungen für den jeweiligen Grenzzyklus-Attraktor in immer schnellerer Folge statt. Man wird aber im Unterricht nur einige der vorliegenden Parameterbereiche mit Hilfe eines programmierbaren Taschenrechners ungefähr bestimmen können(mühselig!); selbst mit einem PC ist das aus Zeitgründen im normalen Unterricht nicht zu schaffen. Für eine Computer-AG wäre die Bestimmung von Übergangsstellen auf mehrere Dezimalen hinter dem Komma -vor allem für größere Werte  r - ein lohnendes Ziel.

Und noch etwas:

Schon an dieser Stelle sei angemerkt, daß für die vorliegenden Untersuchungen ein simpler programmierbarer Taschenrechner dem Anfänger manchmal Einsichten zu vermitteln mag, die man mit einem Computer leicht übersieht(z.B. die geometrische Konvergenzrate der aufeinanderfolgenden Quotienten der Übergangsstellen). In diesem Zusammenhang sagt der Chaosforscher M.J. Feigenbaum(Feigenbaum-Diagramm!), daß „interaktive Langsamkeit eine Erztugend sein kann“(vgl. Lvz, (6), Vorwort).

Die Übergangsstellen und die Periodenzahl der sog. Feigenbaum-Bifurkation:

r1 = 3:


Neue Periodenzahl:  2

r2 = 3,44865

Neue Periodenzahl:  4

r3= 3,54413

Neue Periodenzahl:  8

r4 = 3,56445

Neue Periodenzahl: 16

r5 ..............

Neue Periodenzahl: 32

..................

...................................

..................

....................................

rn  ..............

Neue Periodenzahl: 2 n
rn+1  ...........

Neue Periodenzahl: 2 n+1  .
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Diese Verzweigungen an den Übergangsstellen, bei denen sich die vorliegenden Perioden des jeweiligen Grenzzyklus-Attraktors verdoppeln, heißen Bifurkationen oder Feigenbaum-Bifurkationen(nach dem Physiker M.J. Feigenbaum). Die weiter unten noch zu besprechende graphische Veranschaulichung dieses sog. Feigenbaum-Szenarios nennt man auch Feigenbaum-Diagramm.

Bildet man mit Hilfe der Übergangsstellen den Quotienten
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so „strebt“(konvergiert!) nach Mitchell Feigenbaum die Folge dieser Quotienten für immer größer werdendes  n  gegen den konstanten Wert  ( ( 4,6692.........: Diese sog. Feigenbaumkonstante ist eine irrationale Zahl und mittlerweile für Chaosphänomene so wichtig wie die Zahl  (  für die Mathematik. Da sie in vielen anderen - auch erheblich komplizierteren - Prozessen auftaucht, gilt sie als eine echte Universalkonstante. Bezüglich des Quotienten strebt der Faktor, um den jeweils einer der Abstände größer ist als der nächstfolgende, gegen einen Grenzwert, nämlich die Feigenbaumkonstante.

Sehr interessant ist nun der folgende Parameterbereich:

3,56999 ( r ( 4:

Für die meisten Parameterwerte  r  und erlaubte Startwerte zeigt das System für den vorliegenden Bereich ein „chaotisches“ Verhalten. Es existiert jetzt kein Grenzzyklus-Attraktor mehr mit fester Periode, d.h. alle Orbits sind instabil und das System pendelt wertemäßig ohne erkennbares Ziel völlig regellos hin und her. Die Zustände des Systems erscheinen zufallsbedingt und ohne jede Ordnung. Man spricht deshalb auch vom seltsamen oder chaotischen Attraktor. Hierbei ist bemerkenswert: das Verhalten des deterministisch bestimmten dynamischen Systems ist nicht mehr stabil, also nicht mehr berechenbar, d.h. in seinem Verhalten nicht mehr deterministisch.

In diesem „chaotischen“ Bereich lassen sich nun für SchülerInnen, insbesondere mit programmierbaren Taschenrechnern, hochinteressante Entdeckungen machen.

 - Sog. „Schmetterlingseffekt“ bzw. Sensitivität von den Anfangsbedingungen:

   Zwei über die logistische Wachstumsgleichung mit gleichem  r  aber winzigsten Unterschieden in den 
   Startwerten  x0  erzeugte Zahlenfolgen laufen i.a. nach einer gewissen Anzahl von durchlaufenen Zeit
   punkten bzw. durchlaufenen Iterationsschleifen extrem unterschiedlich auseinander, und zwar für alle 
   erlaubten Startwerte; für beide Folgen geht damit die Vorhersagbarkeit verloren.
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-  Wir erkunden den sog. „Lorenz-Effekt“:

    Zwei über die logistische Wachstumsgleichung mit gleichem  r  und exakt übereinstimmenden 
    Startwerten  x0  erzeugte Zahlenfolgen werden gestartet. Während des Rechenvorgangs wird die 
    zweite Folge nach dem 10. Iterationsschritt gestoppt und die Ausgabe nach der 5. Dezimalstelle 
   abgeschnitten und als neue Eingabe für die 11. Iteration verwendet. Schon bald nach diesem Eingriff 
    verlieren die Folgen jegliche Übereinstimmung. Auch wenn wir mehr Dezimalstellen nehmen, den 
    Fehler für den „Startwert“ in der 11. Iteration also kleiner machen, laufen die Folgen ziemlich schnell 
    auseinander. Das bedeutet: nach wenigen Schritten ist die Voraussage des Taschenrechners ziemlich 
    wertlos. Für Computer mit erheblich größerer Dezimalstellenzahl gilt dieses Phänomen ebenso, nur 
   die Anzahl der benötigten Iterationsschritte ist größer. Also: „Chaos macht jeden Computer nie -
   der“(vgl. Lvz, (5)). 

  - Wir rechnen mit mehreren Taschenrechnern verschiedener Fabrikate:

  Wir rechnen auf zwei oder mehreren Taschenrechnern verschiedener Fabrikation mit exakt den 
    gleichen Startwerten. Während nach einigen Iterationszyklen die Werte der Zahlenfolgen nöch völlig 
   übereinstimmen, weichen die Werte nach 40 oder 50 Zyklen i.a. vollständig voneinander ab. Der 
  Grund ist wieder die Sensitivität im chaotischen Bereich: Rechnen nämlich die Taschenrechner 
    verschiedener Fabrikation mit unterschiedlicher Stellenzahl, so ist irgendwann keiner der Rechner in 
    der Lage, höhere Iterationen genau auszuführen, weil die höheren Iterationen immer mehr Stellen er -
    fordern. Es ergeben sich somit Rechenfehler durch unvermeidliche Stellenverluste, die sich allerdings 
    erst in den höheren Dezimalstellen auswirken. Unterschiede in der Größenordnung von beispielsweise
    10 - 12  wirken als numerischer Rechenfehler so winzig, daß man ohne Hintergrundwissen nicht auf die 
    Idee kommen kann, daß sie ganz erheblichen Einfluß auf die weiteren Iterationen haben. Die winzigen 
    Unterschiede zwischen Rechnern verschiedener Fabrikation, bedingt durch ihre unterschiedliche Ge -
   nauigkeit, wachsen dermaßen stark und schnell an, daß die Vorhersagekraft der Rechner schnell 
    verloren geht. Die hier dargestellte Problematik tritt - nur nach höherer Iterationsschleifenanzahl - 
     auch in jedem PC, ja sogar in jedem „Supercomputer“ auf. Was ist hier eigentlich der wahre Orbit? 
     Auch hier gilt wieder: „Chaos macht jeden Computer nieder“.

  - Wir rechnen mit ungleichen aber gleichwertigen Iterationsformeln:

    Den gleichen Effekt kann man erleben, wenn man statt der verschiedenen Taschenrechnerfabrikate 
     bei gleichem  r  und gleichem Startwert mit der Form



,

statt mit der Form



      rechnet.

- 26 -

Alle bisher angeführten Phänomene sind eine direkte Folge der extremen Sensitivität im „chaotischen“ Parameterbereich. Beim Rechnen mit beschränkter Genauigkeit werden unsere Vorhersagen völlig unzuverlässig; die Vorhersagbarkeit bricht früher oder später zusammen. Dies gilt für den kleinsten Taschenrechner ebenso wie für den größten Supercomputer. Dabei ist Chaos in der Natur - wie man heute weiß - eher die Regel als die Ausnahme.

Merke: Ordnung bedeutet Vorhersagbarkeit; Chaos bedeutet Zusammenbruch der Vorhersagbarkeit!

Allerdings folgt Chaos - wie wir unten noch sehen werden - gewissen regelmäßigen Mustern, also existiert gewissermaßen eine Struktur im Chaos(„Chaos als geregeltes Durcheinander“; Kursbuch 98, Berlin 1989). Chaos in deterministischen Systemen bedeutet weiterhin: Falls man den gegenwärtigen Zustand exakt kennt, ist die Zukunft berechenbar! Kennt man den Zustand nicht exakt; d.h. i.a. nur bis auf jede beliebige endliche Zahl von Stellen hinter dem Komma - und das ist in der Praxis die Regel -, so ist die Zukunft nicht vollkommen vorhersagbar!

 - Wir suchen sog. „Inseln der Ordnung“(Periodische Fenster):
   Geradezu verblüffend ist nun die Tatsache, daß in diesem Meer von Chaos kleine Inseln der Ordnung, 
   Stabilität und Vorhersagbarkeit existieren. Man untersuche z.B. mit den SchülerInnen den Bereich

  3,8284 ( r ( 3,8425. Für  r = 3,8285  und erlaubten Startwerten läuft die Iterationsfolge auf einen 
   Grenzzyklus-Attraktor mit der Periode 3 zu. Erhöht man den Zahlenwert für den Parameterwert  r , so 
   führt der Weg über Grenzzyklen der Periode  3, 6, 12,.....usw. erneut ins Chaos. Dabei erfolgen die Bi -
  furkationen in immer rascherer Folge aufeinander. Es ist für SchülerInnen spannend, auf eigene 
  Entdeckungsreise zu gehen, um weitere Inseln der Ordnung zu entdecken. Es existieren im 
   „chaotischen“ Parameterbereich nämlich unendlich viele dieser Orte stabilen periodischen Verhaltens; 
   sie sind allerdings mit einem Taschenrechner nur schwer oder gar nicht auffindbar(kleine, begrenzte   
    Stellenzahl!), weil die „Breite“ des periodischen Fensters häufig extrem klein ist.

  Eigentlich ist es kaum faßbar, daß das so einfach aussehende logistische Wachstumsmodell derart 
    komplexes Verhalten erzeugen kann. Merke: Einfachheit kann Komplexität erzeugen!
Wir fassen noch einmal alle mit einem Taschenrechner zu entdeckenden Parameterbereiche für die logistische Wachstumsgleichung zusammen:



0 ( r ( 3

(Ordnung)



3 ( r ( 3,56999

(Periodenverdoppelndes Feigenbaumszenario)



3,56999 ( r ( 4

(Chaos)     .

Computerexperimente:

Hinweise: Für die folgenden Untersuchungen reichen in den meisten Fällen 286-er PC’s aus; besser geeignet sind allerdings Pc’s ab 386-er-Prozessor aufwärts. In einigen Fällen(Benutzung von FIGWIN!) ist WINDOWS 3.1 erforderlich. Mit qualitativen Abstrichen läßt sich stattdessen aber auch die DOS-Version von FRACTINT verwenden.
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Es werden nun Computer eingesetzt, um mit Hilfe des Modellbildungssystems MBS-LLC(Lvz (12), Sw (1)) Zeitreihen(vgl. Glossar!) für die logistische Wachstumsgleichung in einem Koordinatensystem zu erzeugen und die Graphik zu analysieren. MBS-LLC ist ein gleichungsorientiertes Modellbildungssy -stem, mit dessen Hilfe einfache, aber auch komplexere Modelle dynamischer Systeme auf dem Computer implementiert und simuliert werden können; die Modelle für logistisches Wachstum und für Chaos bei standardisiertem logistischem Wachstum liegen schon fertig implementiert vor(ebenso für lineares und exponentielles Wachstum!). MBS-LLC ist bei fertig implementierten Modellen auch von SchülerInnen ohne Eingewöhnungszeit sehr einfach zu bedienen und auf MS-DOS-Rechnern lauffähig. Selbstverständlich lassen sich an dieser Stelle alternativ auch graphikorientierte Systeme wie z.B. MODUS(unter MS-DOS) oder DYNAMSYS(unter WINDOWS) einsetzen. Möglich wäre aber auch der Einsatz einer Tabellenkalkulation oder eines Computeralgebrasystems wie z.B. DERIVE(vgl. Lergenmüller Lvz (4)). 

Mit Hilfe von MBS-LLC wird nun der gesamte Bereich für  0 ( r ( 4  - ähnlich der mit Taschenrechnern praktizierten Vorgehensweise - numerisch systematisch untersucht und die gewonnenen Zeitreihen analysiert und interpretiert. Dabei ergeben sich - je nach Aussehen der Zeitreihe - noch einmal die schon oben intuitiv benutzten Begriffe wie Fixpunktattraktor, periodischer Grenzzyklusattraktor, chaotischer(seltsamer) Attraktor, Feigenbaumbifurkation und periodische Fenster fast zwangsläufig. Die erhaltenen Ergebnisse erlauben natürlich noch einmal die  Bestimmung der Feigenbaumkonstanten (. Stellvertretend für alle aus den Taschenrechnerexperimenten(insbesondere im „chaotischen“ Parameterbereich) bekannten Experimenten, die jetzt zum Teil wiederholt werden sollten, seien 3 typische Zeitreihen angegeben, die jeweils einen der drei Bereiche , nämlich Ordnung, periodenverdoppelndes Feigenbaumszenario und Chaos, repräsentieren(vgl. auch Lvz (6)):





Ordnung: (Fixpunkt-Attraktor)

Periodenverdopplung:


Chaos: (seltsamer 







(Grenzzyklus-Attraktor 


bzw. chaotischer







der Periode  2)



Attraktor)
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Zur praktischen Schülerarbeit über logistisches Wachstum mit dem Modellbildungssystem MBS-LLC(Lvz. (12)) seien an dieser Stelle noch einige konkrete Anmerkungen gemacht:

  - Das unter “Logistisches Wachstum“ zu ladende Modell ist für eine erste Bestätigung der „S-Kurven“-
    Vermutung ganz nützlich, aber für weitere Experimente(wegen mangelnder Parametervariabilität)
    nicht besonders ergiebig. Die Variablenbelegungen sind:  X: Zeit  und  Y: N(Populationsgröße). Eine 
    erlaubte Änderung der Startwerte führt immer auf die gleiche „S-Graphik“(Fixpunkt-Attraktor!); das 
    System ist also bis jetzt stabil. Ansonsten sollte man wenig ändern und nur die voreingestellten Stan -
    dardeinstellungen benutzen.

 - Die für uns interessantere standardnormierte Form der logistischen Wachstumsgleichung 




(statt  n  wird in vielen Modellen auch  t  als Zeitvarable benutzt)

   liegt unter dem zu ladenden Modellnamen „Chaos“ ebenfalls fertig implementiert vor. In dem unter 
   „MBS.exe“ zu ladenden Modell sollte man einiges an den voreingestellten Standardeinstellungen än -
   dern(der unterrichtende Lehrer muß diesbezüglich das im Lvz, (12) angegebene, einfach geschriebene 
   und nicht umfangreiche Handbuch wenigstens kursorisch lesen!), so u.a.:


Wechsle auf das sog. EULER-Verfahren!


Schrittweite: 1!


Eventuell: Variiere die Endzeit von 40  bis  200!

   Weitere Hinweise zu MBS-LLC-“Chaos“:

   Belegung der Variablen:  X: = T (Zeit -bzw. Indexvariable der Iteration) und  Y: = XT (Größe der Po -
   pulation).

   Unter den EDITOR-Konstanten lassen sich der Steuerparameter  r  und die Startwerte  x0 ( (0; 1(  va -
   riieren. Die EDITOR-Startwerte beziehen sich auf den Start des Zeitpunktes auf der t-Achse(steht in 
   der Standardeinstellung auf  t = 0!); man sollte sie i.a. nicht ändern.

   Zur Variation der Werte des Steuerparameters  r:

    Zu untersuchen sind alle Möglichkeiten im „chaotischen“ und „nichtchaotischen“ Parameterbereich, 
   wie wir sie schon aus den Taschenrechnerexperimenten kennen. Es fällt den SchülerInnen jetzt i.a.
   sehr leicht, die erhaltenen Zeitreihen zu analysieren und zu interpretieren(Entdeckung von gegenüber 
   Startwertvariationen stabilen Grenzzyklus-Attraktoren verschiedener Perioden usw.), weil sie sich 
   mittlerweile hierfür schon das geeignete begriffliche Instrumentarium angeeignet haben. In den Zeit -
   reihen-Diagrammen bestätigen sich viele der über die Taschenrechnerexperimente gewonnenen Er -
   gebnisse in anschaulich-eindrucksvoller Weise.
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   Interessant:

   Das Programm gestattet die gleichzeitige Darstellung von bis zu drei Zeitreihen in einem einzigen 
   Koordinatensystem. Man variiere also die Start -und Steuerwerte  r  und stelle die Zeitreihen in einem 
   einzigen Koordinatensystem dar. 

   Unter anderem wird sehr eindrucksvoll deutlich:

   Mit wachsendem  r  wird der Zyklusdifferenzwert in einem Grenzzyklus-Attraktor mit fester  Pe -
   riode  immer größer, d.h. die „Ausschwingungen“ der jeweiligen Zeitreihe in der stabilen Schlußpha -
   se werden immer „weiter“. Zeitreihen für gleiches  r  und verschiedenen Startwerten sind anfangs 
   sehr unterschiedlich und bei immer größer werdendem  n  bzw. t  schließlich identisch. 

   Genauer sollte unbedingt der „chaotische“ Parameterbereich untersucht werden, so u.a.. für  r = 3,7
   mit verschiedenen Startwerten, z.B. 0,9; 0,1; 0,10001(„Schmetterlingseffekt“: Darstellung von mehre-
   ren Zeitreihen in einem einzigen Koordinatensystem mit winzigen Unterschieden in den Startwerten!). 
   Es ist eindrucksvoll zu sehen, wie schnell die Zeitreihen auch bei winzigsten Unterschieden auseinan -
   derlaufen. Man variiere  r  und arbeite, um die „Trennschärfe“ zu erhöhen, mit Endzeiten zwischen  40  
   bis  200(Änderung der Programmvoreinstellungen!).




(Sensitivität im Chaos: „Schmetterlingseffekt“)

   Der Übergang von einem chaotischen Attraktor zu einem Grenzzyklus-Attraktor der Periode  3,  6,  12,  
   usw. vollzieht sich bekanntlich in den periodischen Fenstern(„Inseln der Ordnung“). Man arbeite z.B. 
   diesbezüglich im Steuerparameterbereich  3,8284 ( r ( 3,8425  mit  r = 3,835  und  x0 = 0,1 bzw. 0,9
   bzw. 0,10001  und stelle alle drei Zeitreihen in einem einzigen Koordinatensystem dar; es zeigt sich  
   jedesmal ein stabiler 3-er-Zyklus zum Ende der jeweiligen Zeitreihe, obwohl alle Zeitreihen anfänglich 
   sehr unterschiedlich verlaufen(für diesen Parameterbereich von  r  ist die Endzeiteinstellung  40  gün -
   stig!). Aufwendig, aber lohnend, ist die Suche nach weiteren periodischen Fenstern(Inseln der Ord -
   nung), wenn man mit  r  über den oben angegebenen Steuerparameterbereich hinausgeht. Wir wissen, 
   daß es unendlich viele dieser periodischen Fenster gibt; leider kann die Breite dieser Fenster beliebig 
   klein werden. Ohne numerische Tricks kommt dann ein Computer sehr schnell an die Grenzen seiner 
   Genauigkeit. Das von uns schon mit dem Taschenrechner für den obigen Steuerparameterbereich
   entdeckte periodische Fenster mit einem Grenzzyklus-Attraktor der Periode  3  ist das bekannteste
   periodische Fenster und hat die größten Ausmaße; wegen seiner Ausmaße ist es selbst mit einem 
   Taschenrechner gut zu entdecken.
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4.2 - Zum Feigenbaumdiagramm

Taschenrechnerexperimente / Computerexperimente:

Obwohl die Darstellung von Feigenbaum-Diagrammen mit Hilfe von programmierbaren Graphik-Taschenrechnern sehr gute Ergebnisse liefert, wird dieser Weg nicht weiter verfolgt, da die Erzeugung und Untersuchung von Feigenbaum-Diagrammen mit Hilfe eines Computers und entsprechender Software ungleich mehr Möglichkeiten bietet.

Das Feigenbaum-Diagramm, manchmal auch salopp als Feigenbaum bezeichnet, ist nach dem amerikanischen Physiker Mitchell J. Feigenbaum benannt, der die Allgemeinheit und Universalität gewisser Ordnungsmuster im Chaos(Feigenbaumkonstante  (!) etwa um 1975 entdeckte. Auch die deutschen Physiker Großmann und Thomae waren an dieser Entdeckung mitbeteiligt; deshalb wird auch oft von der Feigenbaum-Großmann-Thomae-Konstanten  (  gesprochen. 

Im Feigenbaum-Diagramm wird das Endverhalten des logistischen Wachstumssystems in Abhängigkeit vom variierenden Steuerparameter  r  betrachtet. Wird  r  immer größer, so geht der Fixpunktattraktor an einer Übergangsstelle - man sagt auch Bifurkationspunkt - schlagartig in einen Grenzzyklusattraktor der Periode 2 über, dann gabelt er sich in einen Attraktor der Periode 4, dann 8, 16 usw..Schließlich gibt es eine Grenzzahl, ab der das System in Chaos ausbricht. In der unten stehenden Graphik entspricht dies dem schwarzen Bereich.

Typische Schüler-„Feigenbäume“



       


Bei immer größer werdendem  r  tauchen irgendwann wieder stabile Zyklen mit einer festen Periodenlänge auf(periodische Fenster). Das größte periodische Fenster ist das mit der Periode 3(großer heller Teil im schwarzen Bereich.).„Vergrößert“ man mit Hilfe des Computers einen rechteckigen Ausschnitt des vorliegenden Diagramms(rechts!), so lassen sich immer feinere Details optisch herausarbei -
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ten. Es entstehen wieder Bilder, die sich vom vollständigen Diagramm kaum unterscheiden lassen. Ein kleiner Ausschnitt des Diagramms enthält bereits die Form des gesamten Diagramms(Selbstähnlich - keit!), d.h. die Struktur des Feigenbaum-Diagramms ist fraktal. Bei besserer Qualität des Feigenbaumdiagramms erkennt man, daß für größer werdendes  r  aus jedem der beiden Äste der ersten Bifurkation ein kontinuierliches Band geworden ist. In diesen Bändern bleibt noch ein Rest von Vorhersagbarkeit erhalten, weil immer abwechselnd ein Folgenwert aus jedem der beiden Bänder angenommen wird. Innerhalb eines jeden Bandes ist der Wert aber unvorhersagbar. Die Bänder werden jedoch immer breiter und verschmelzen schließlich zu einem einzigen Band. Abgesehen von den Inseln der Ordnung (periodi -sche Fenster) ist nun der letzte Rest von Vorhersagbarkeit verloren gegangen.

Über die Lage der zur Berechnung der Feigenbaumzahl  (  wesentlichen Übergangs -bzw. Bifurkationsstellen(vgl. weiter oben die Taschenrechnerexperimente und die numerische Angabe der Übergangsstellen!) gibt das folgende Feigenbaumdiagramm Auskunft(vgl. Lvz. (5), S. 137):




        (Das Verhältnis der Längen zweier aufeinanderfolgender Äste strebt gegen die Feigenbaumkonstante (,
        wobei die Längen als solche immer mehr abnehmen.. Dabei schrumpfen die Längen zwischen den Über -
        gangsstellen nach einem bestimmten Faktor, nämlich der sog. Feigenbaumkonstanten. Diese wird mit wachsen -
        dem  n  numerisch immer genauer).

An dieser Stelle empfiehlt es sich nun, ausgiebige Computerexperimente mit Hilfe des WINDOWS-Programms FIGWIN(Sw(2)) durchzuführen. Dieses von Ulrich Schwebinghaus aus Wuppertal 1996 entwickelte Programm zur Erzeugung von Feigenbaumdiagrammen für die verschiedensten dynamischen Prozesse(also nicht nur logistisches Wachstum) ist durch seine vielfältigen Sonderfunktionen wie z.B. Zoomfunktion, exakte Einstellung von Übergangsstellen zur Berechnung der Feigenbaumkonstanten usw. äußerst leistungsfähig und hilfreich. Es erlaubt vielfältige Untersuchungen zum Feigenbaumszenario und ist benutzerfreundlich aufgebaut. Ein ausreichender Hilfetext erklärt die Möglichkeiten des Programms auf einfache Weise. Ersatzweise läßt sich die graphische Erzeugung von Feigenbaumdiagrammen(wenn auch weniger komfortabel) mit Hilfe des Programmpakets FRACTINT(Sw(3)), DOS-Version durchführen.
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Es erhebt sich nun abschließend die Frage:

Was ist der tiefere Grund für das zum Teil erstaunliche Verhalten der numerischen Iterationsfolgen und das der Zeitreihen in Abschnitt 4.1, das sich im vorliegenden Abschnitt natürlich auch in der Struktur des Feigenbaumdiagramms widerspiegelt?

Die Beantwortung dieser Frage - natürlich nicht mathematisch exakt - wird in den folgenden Abschnitten mit Hilfe des Verfahrens der Graphischen Iteration in sehr plausibler und befriedigender Weise erfolgen. Für eine mathematisch tiefergehende, exakte Behandlung des Problems mit Hilfe von Dualzahlen, der sog. „Bäcker-Transformation“, der Sägezahn(sog. Shiftoperator) -und Hutfunktion sei u.a. auf die entsprechenden Abschnitte in den Büchern (5), (6), (14) verwiesen. Aus naheliegenden Gründen können wir diesem Exaktheitsanspruch in der Jahrgangsstufe 10 nicht genügen. Für ein erstes, mehr intuitives Grundverständnis der Charakteristika nichtlinearer Dynamik reicht aber eine anschaulich-plausible Vorgehensweise völlig aus.
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5.0 - Graphisches Iterieren mit Arbeitsblättern
In den folgenden Abschnitten wird nach Einführung des Verfahrens der Graphischen Iteration mit Hilfe von Arbeitsblättern die Graphische Iteration für verschiedene logistische Parabelversionen mit variierenden Startwerten aus  (0; 1( und unterschiedlichen Fragestellungen von den SchülerInnen per Hand vorgenommen und die Ergebnisse anschließend analysiert und mit den Ergebnissen der Zeitreihenanalyse aus den Abschnitten 4.1 und 4.2 verglichen.

Anschließend wird das Graphische Iterationsverfahren auf Lineare Systeme(lineare Dynamik!) angewandt und ein Verhaltenskriterium für die logistische Wachstumsdynamik angegeben.
5.1 - Das Verfahren
Die Standardform der logistischen Gleichung

x n+1  =  r xn (1 - xn)

 =  r xn  -  r xn2
läßt sich mathematisch auch so interpretieren:

„ x n+1  ist eine quadratische Funktion von xn , also   x n+1 = f r (xn )“. 
Um diesen Zusammenhang in einem üblichen x-y-Koordinatensystem darstellen zu können, schreiben wir

f r (x ) = r x (1-x) = r x - r x 2 ,

wobei  f r   manchmal als logistische Abbildung und der Funktionsgraph als logistische Wachstums parabel bezeichnet wird. 

Mit Hilfe des Verfahrens der „Quadratischen Ergänzung“ läßt sich die vorliegende Funktionsgleichung einer Parabel  2. Ordnung leicht auf die sog. Scheitelpunktform bringen:
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f r (x )  =  r x - r x 2
       =  - r (x 2 - x)
     =  - r (x 2 - x + 0,25 - 0,25)
  =  - r (x - 0,5)2 + 0,25 r  .
Die Funktion  f r  besitzt einen absoluten Hochpunkt in  H(0,5/0,25 r)  und - wegen 
 - r (x 2 - x) = 0  bzw.  x(x - 1) = 0 - die Nullstellen  x1 = 0  und  x2 = 1.
Für  r = 3,2 liefert die folgende Graphik einen Eindruck vom Verlauf des Graphen der Funktion  f 3,2 
auf dem abgeschlossenen Intervall  (0; 1( :

Graph der Funktion  f 3,2  mit f(x) = 3,2 x (1-x)




- 35 -

Variiert man nun den Steuerparameter  r, so bleiben - wie unschwer zu erkennen ist - die Nullstellen
x1 = 0  und  x2 = 1  unverändert, während die von  r  abhängige y-Koordinate des Hochpunktes 
H(0,5/0,25 r)  dessen Lage in Richtung der positiven bzw. negativen y-Achse verändert. Dabei wird die Parabel für größer werdende Werte von  r  immer „steiler“ und bei abnehmendem  r  immer „flacher“.

Es ist jetzt - aber auch erst jetzt - sofort einsichtig, warum die logistische Abbildung
f r (x )  =  - r (x - 0,5)2 + 0,25 r
durch die Bedingungen

0 ( x ( 1

und

0 ( r ( 4
in ihrem Definitions -und Steuerparameterbereich eingeschränkt werden muß. Bekannt - aber nicht unbedingt einsichtig - sind uns diese einschränkenden Bedingungen aus der Untersuchung der logistischen Wachstumsgleichung.

Mathematisch abstrakt beschreibt die vorliegende Funktion  f r   die Abbildung des Einheitsintervalls
(0; 1(  auf sich.

Führt man nun weiterhin die Funktion  g  mit  g(x) = x (Winkelhalbierende des 1. Quadranten) ein, so läßt sich die uns bekannte - aus der logistischen Wachstumsgleichung entstehende - Rekursionsfolge auch geometrisch mit Hilfe des Graphischen Iterationsverfahrens erzeugen.

Prinzip der Graphischen Iteration:
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1.- Zeichne per Hand mit Bleistift und Lineal vom Startwert  x0  eine Senkrechte bis zum Schnitt -
     punkt mit dem Graphen von  f r (vgl. die oben stehenden Graphiken).
2.-Zeichne von diesem Schnittpunkt ausgehend eine Parallele zur x-Achse, bis diese die Winkel -
    halbierende  g(x) = x  trifft. Die x-Koordinate dieses Schnittpunktes ist dann der gesuchte 
   Wert  x1 .

3.-Führe die gleichen Schritte mit  x1  durch, dann mit  x2  , mit  x3 , x4  .....usw..

In der vorliegenden Graphik(links) erscheint der Attraktor als ein Punkt, der von den Hilfslinien immer stärker eingeengt wird; es liegt also ein Fixpunkt-Attraktor vor. In der rechten Graphik wird der Attraktor von den Hilfslinien auf zwei Zustände eingeengt(Kasten!), aus denen er sich nicht mehr entfernen kann.; es liegt also ein Grenzzyklus-Attraktor der Periode 2 vor.

Das Graphische Iterationsverfahren macht noch einmal die Notwendigkeit der uns bekannten einschränkenden Bedingungen

0 ( x ( 1

und

0 ( r ( 4
besonders deutlich. Diese bedeuten u.a., daß die an der y-Achse abzulesenden Werte stets auch im Intervall  (0; 1(  auf der x-Achse liegen müssen. Ohne diese einschränkenden Bedingungen würden u.U. negative Populationsgrößen auftreten und damit die Weiterführung des Iterationsverfahrens beenden.

5.2 - Graphisches Iterieren mit der logistischen Wachstumsparabel
Die SchülerInnen gehen nun - ausgestattet mit vorbereiteten Arbeitsblättern, Bleistift und Lineal - mit Hilfe des Verfahrens der Graphischen Iteration den Eigenschaften der logistischen Wachstumsparabel auf den Grund; dabei variieren die Steuerparameterwerte  r  und die Startwerte  x0 . Auf das graphische Iterieren per Hand(als ohne Zuhilfenahme eines Computers) wird allergrößter Wert gelegt, um den SchülerInnen mit einfachsten Hilfsmitteln ein tieferes Verständnis des Iterationsverfahrens und der komplexen Eigenschaften der logistischen Parabel zu vermitteln, obwohl zum Verfahren fertige Computerprogramme in ausreichender Qualität vorliegen.

Nach einer nochmaligen ausführlichen Erläuterung des graphischen Iterationsverfahrens mit eventueller Demonstration von graphischen Iterationspfaden(vgl. z.B. Lvz (5), (6), (8)) erhalten die SchülerInnen jeweils vier bis fünf Arbeitsblattkopien für die Wachstumsparabeln des folgenden Typs:
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1.- f(x) = 2,8 x (1-x)

2.- f(x) = 3,2 x (1-x)

  3.- f(x) = 4 x (1-x)   ;

           jeweils für Startwerte  xo (( 0; 1(  .
In die jeweiligen Koordinatensysteme ist außerdem die Gerade  g(x) = x  eingezeichnet(vgl. die folgenden Muster für die Arbeitsblätter!).

Arbeitsblatt-Muster:

1.
-(((
Graph der Funktion  f 2,8  mit f(x) = 2,8 x (1-x)
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2.-
-(((
Graph der Funktion  f 3,2  mit f(x) = 3,2 x (1-x)

[image: image6.png]



3.-
-(((
Graph der Funktion  f 4  mit f(x) = 4 x (1-x)
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Arbeitsphasen zur Graphischen Iteration:
Verwendete Kürzel:

Arbeitsanweisungen des Lehrers:


„AL“

Mögliche Arbeitsblattergebnisse:


„AE“

Erkenntnisse und Folgerungen:



„EF“

Zu 1.-) - Untersuchung von  f(x) = 2,8 x (1-x) für Startwerte  x0 ((0; 1( :

„AL“: Führe das graphische Iterationsverfahren mit verschiedenen Anfangswerten  x0 ((0; 1(  auf

  mehreren Arbeitsblättern durch. Dabei sollen die SchülerInnen beliebige, i.a. verschiedene An -

  fangswerte wählen.


  Jeder Iterationspfad sollte aus nicht mehr als 10 Iterationen bestehen; i.a. führt der Pfad schon 

  mit weniger als 10 Iterationen in die Ruhelage.

„AE“: Die meisten SchülerInnenergebnisse werden von der Art der folgenden Graphik sein:
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  Natürlich sind die Iterationspfade bei allen SchülerInnen nicht exakt die gleichen, weil die

  Startwerte unterschiedlich gewählt werden können. Entscheidend ist aber, daß alle Iterati -

    onspfade offensichtlich in der gleichen Ruhelage enden. 

„EF“: Der Schnittpunkt der Geraden  g(x) = x  mit der Parabel ist der sog. theoretische Fixpunkt

 der nichtlinearen Dynamik; es liegt - wie man unschwer erkennt -  ein sog. anziehender

 Fixpunkt bzw. ein Fixpunkt-Attraktor, wie wir ihn schon aus den vorangegangenen

  Abschnitten kennen, vor. Egal mit welchem Startwert aus dem Einheitsintervall das Iterations -

  verfahren gestartet wird, es endet graphisch immer im Schnittpunkt von Parabel und Gerade.

  Das Iterationsverhalten ist also - unabhängig von der Wahl der Startwerte - graphisch stabil; es

  ist numerisch ebenfalls stabil, wie wir aus den Taschenrechner -und Computerexperimenten in

  Abschnitt 4 wissen. 


 Der Wert des Fixpunkt-Attraktors, den man auch über die numerischen Experimente in

  Abschnitt  4  bzw. rein algebraisch über den Ansatz  f(x) = g(x)  erhält, ist  x ( 0,642857143.

 An dieser Stelle ist eine Diskussion mit den SchülerInnen über die erhaltenen Arbeitsergeb -

  nisse, Erkenntnisse und Folgerungen besonders sinnvoll.

Zu 2.-) - Untersuchung von  f(x) = 3,2 x (1-x) für Startwerte  x0 ((0; 1( :

„AL“: Vom Lehrer werden - analog zu 1.-) - die gleichen Arbeitsanweisungen für mehrere exakt

    übereinstimmende Arbeitsblätter gegeben. 

„AE“: Die möglichen Ergebnisse sind nun von denen in 1).- verschieden; einen möglichen Iterations -

   pfad zeigt die folgende Graphik.

 Auch jetzt werden wegen der unterschiedlichen Startwerte natürlich nicht die gleichen Itera -

  tionspfade erzeugt. Aber entscheidend ist hier wieder, daß die nichtlineare Dynamik immer auf

 einen stabilen Endzustand zuläuft; d.h. alle Iterationspfade enden in der gleichen Ruhelage,

  jetzt allerdings in einer 2-zyklischen Ruhelage(Iterationspfad endet im „Kasten“).
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„EF“: Der Schnittpunkt der Geraden  g(x) = x  mit der Parabel, der sog. theoretische Fixpunkt, dessen

  Wert  x*  wegen der „steileren“ Parabel sich auch gegenüber dem entsprechenden Wert aus

  1.-)  geändert hat, ist jetzt ein sog. abstoßender FixpunktRepeller) geworden. Rein algebra -

  isch ist er wieder leicht durch  f(x) = g(x)  zu bestimmen; Computer können ihn durch Iteration

  numerisch aber nicht berechnen, weil er die Iterationszyklen „abstößt“. Ebenso werden die

  Iterationspfade von diesem Fixpunkt abgestoßen; sie laufen aber - egal wo sie starten - auf

  einen stabilen 2-zyklisch-periodischen Zustand zu. Dieser Zyklus ist ein von uns schon mit dem

 Taschenrechner bzw. dem Computer entdeckter Grenzzyklus-Attraktor der Periode 2; der

  Systemzustand ist also in dieser Phase auch numerisch stabil.


  Vergrößert man den Wert von  r , so werden wegen der „steiler“ werdenden Parabel zunächst

  nur der abstoßende Fixpunkt und damit auch der 2-Zyklus geometrisch ihre Lage verändern.

  Erhöht man aber  r  kontinuierlich immer weiter, so verdoppeln sich - wie wir wissen - für

  bestimmte Parameterwerte die Periodenlängen der Grenzzyklen. Schon ein Grenzzyklus -

  Attraktor der Periode 4  ist mit Arbeitsblättern graphisch aber nur noch sehr unübersichtlich

  darstellbar. Wir verzichten deshalb auf die graphische Erzeugung von Grenzzyklus-Attraktoren

  mit höherer Periode als 2, zumal die Ergebnisse der graphischen Iteration im Fall des

  2-zyklischen Attraktors die höheren Perioden hinreichend transparent machen.


 Auch jetzt ist eine Diskussion mit den SchülerInnen über die erhaltenen Ergebnisse usw.

  besonders sinnvoll.
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Zu 3.-) - Untersuchung von  f(x) = 4 x (1-x) für Startwerte  x0 ((0; 1( :

 „AL“: Es sollten mindestens  6  identische Arbeitsblätter für die gleiche Parabel benutzt werden. Das

  Graphische Iterationsverfahren wird mit mindestens  10-15 Iterationen oder mehr pro Orbit

   durchgeführt.


   Arbeitsanweisungen:


   1. Arbeitsblatt: 


   Startet mit einem beliebigen  x0 ( (0; 1( (aber nicht alle mit demselben Anfangswert x0)!


   2. Arbeitsblatt:

   Startet noch einmal mit einem beliebigen aber jeweils anderem x0 ( (0; 1( als im 1. Arbeits -


   blatt!


   3. Arbeitsblatt:


    Startet mit dem gleichen oder fast dem gleichen Wert x0 ( (0; 1(, den Ihr jeweils im 2. Ar -


    beitsblatt verwendet habt!


   4. Arbeitsblatt:


   Startet alle von exakt ein und demselben Startwert x0 ( (0; 1(  aus; z.B. x0 = 0,2 !


   5./ 6. Arbeitsblatt:


   Führt weiter eigene Versuche durch!

„AE“:  Die möglichen Ergebnisse, die jetzt bei allen SchülerInnenversuchen i.a. die Regel sein dürften,

   unterscheiden sich von den bisherigen Ergebnissen ganz erheblich, weil der Iterationspfad nun

   keiner stabilen zyklischen Ruhelage oder gar einem Fixpunkt zustrebt; mit  r = 4  befindet sich

  das System bekanntlich im chaotischen Parameterbereich. Exakt entspricht nun kein Itera -

   tionspfad mehr dem anderen; die Strukturen der jeweiligen Iterationspfade(wenn nur genügend

  oft iteriert wird!) führen aber immer auf ein typisches „Spinngewebe“. Stellvertretend für alle

  möglichen(verschiedenen) Iterationspfade seien mit gleichen Anfangswerten für eine unter -

   schiedliche Anzahl von Iterationen drei typische Ergebnisse angegeben:
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„EF“:  Jetzt existiert kein Grenzzyklus-Attraktor mehr mit festen Perioden; alle Orbits sind instabil,

  d.h. das iterative Verhalten ist - wie aus Abschnitt 4 über numerische Computerexperimente

  schon hervorgegangen ist - ziellos und unvorhersagbar. Man spricht vom chaotischen oder

  seltsamen Attraktor(vgl. den Begriff im Glossar!). Winzige Unterschiede in den Startwer -

  ten erzeugen völlig verschiedene Iterationspfade(Sensitive Abhängigkeit von den Anfangsbe -

  dingungen). Selbst bei exakt vorgegebenem Startwert, von dem aus alle SchülerInnen starten

  müssen, wird die Graphische Iteration aufgrund der Sensitivität in der Regel auf völlig unter -

 schiedliche Iterationspfade führen. Winzige Fehler in den Anfangswerten oder im Verlauf

 des Iterationsverfahrens(nicht ganz exakte Zeichnung usw.!) „blähen“ sich enorm auf und

  nehmen Ergebnissen jede Aussagekraft.


  Die folgenden Graphiken zeigen die Auswirkungen der Sensitivität bei kleinen und kleinsten

  Abweichungen; das Wort vom „Aufblähen“ winziger Fehler erscheint angebracht. Im Vergleich

  dazu stellen die Graphiken auf der nächsten Seite die völlig andere Situation im Falle eines

 Fixpunkt-Attraktors dar; das gesamte Ausgangsintervall wird auf den endgültigen stabilen

  Zustand zusammengezogen.
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  Da sich aber nun für den Fall des chaotischen Attraktors die Iterationsfolgen bzw. die Iterati -

  onspfade, wie man leicht aus den beiden unten stehenden Graphiken der letzten Seite schließen

  kann, nicht beliebig weit voneinander entfernen können, kommen sie sich nach einer gewissen

  Zahl von Iterationsschritten auch wieder beliebig nahe. Auf diese Weise füllen die Iterations -

  bahnen schließlich das Definitionsintervall der Parabel und damit auch die darunter liegende

  Parabelfläche - wie auch die Graphiken der letzten Seite zeigen - dicht mit einem „Spinnge -

  webe“ aus. Man kann vermuten, und das läßt sich auch mathematisch exakt zeigen(allerdings

  nicht mit unseren Mitteln!), daß für immer dichteres Spinngewebe der Iterationspfad „überall

  hinkommt“. Diese Eigenschaft, daß man aus jedem Startintervall in jedes Zielintervall gelangen

  kann, nennt man Mischen. In (5), S. 52  wird die sog. Mischungseigenschaft salopp so be -

  schrieben: „Man kommt von überall nach überall“ . Diese Mischungseigenschaft, die wir mit

  unseren Mitteln durch rein numerische Rechnungen und Experimente nur schwer entdecken

  und darstellen können, ist neben der Sensitivität und der Periodizität eines der drei wesentli -


  chen Charakteristika des Chaos. 

 Auch jetzt ist eine Diskussion mit den SchülerInnen über die erhaltenen Ergebnisse usw.

  besonders sinnvoll.
Kurze Gesamtanalyse der Ergebnisse aus 1.-) / 2.-) / 3.-) // Folgerungen:

Die in Abschnitt 4.2 zum Abschluß gestellte Frage, was der tiefere Grund für das merkwürdige Verhalten der numerischen Iterationsfolgen und Zeitreihen sei, läßt sich durch die vorliegenden Ergebnisse zum Graphischen Iterationsverfahren zumindest teilweise als beantwortet ansehen. Ganz offensichtlich hängt das Verhalten der logistischen Wachstumsdynamik von der jeweiligen „Steilheit“ der logistischen Parabel ab; dabei benutzen wir den Begriff „Steilheit“ intuitiv naiv, da der Ableitungsbegriff i.a. noch nicht zur Verfügung steht.
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Wesentliche Kernpunkte der vorliegenden Ergebnisse bezüglich der „Steilheit“ der Parabel sind:

Das Iterationsverfahren ist - unabhängig von der Wahl der Anfangswerte - in bestimmten Parameterbereichen von  r  stabil und vorhersagbar. Dabei treten Fixpunkt-Attraktoren und - wenn  r  größer und die Parabel damit „steiler“ wird - irgendwann stabile periodische Grenzzyklus-Attraktoren auf; die Periodizität dieser Zyklen ist typisch für bestimmte Parameterbereiche von  r.

Wird die Parabel „steiler“, r  also größer, so verdoppeln sich für bestimmte Parameterwerte  r  die Periodenlängen der Zyklen(vgl. auch Bifurkationen im Glossar!) unabhängig von der Wahl der Anfangswerte.

Erhöht man nun die „Steilheit“ und damit  r  immer weiter, so wird das iterative Verhalten schließlich ziellos und unvorhersagbar; ein Muster ist nicht mehr erkennbar. Der Parameter  r  befindet sich jetzt im chaotischen Bereich und es treten die weiter oben schon genauer beschriebenen Phänomene des Mischens und der Sensitivität auf.

Stellt man die gerade analysierten mehr geometrischen Ergebnisse der Graphischen Iteration den Ergebnissen der Zeitreihenanalyse aus Abschnitt 4.1 gegenüber, so erhält man für verschiedene Parameterwerte  r  im Prinzip die folgenden Zeitreihendiagramme und Iterationspfade; eine abstraktere Zusammenfassung der Ergebnisse erfolgt auf der nächsten Seite im Feigenbaum-Diagramm.
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Offensichtlich ist, daß das logistische Wachstumsverhalten von der „Steilheit“ der logistischen Parabel, die sich über den Parameter  r  steuern läßt, abhängt. Stark vereinfachend gilt: „Je steiler die Parabel, um so näher das Chaos“. 

Nötig ist nun - um der Sache auf den Grund zu gehen - ein genaueres Kriterium in Verbindung mit der „Steilheit“ der Parabel über stabiles und instabiles Systemverhalten. Wichtig ist weiterhin die Klärung der Frage, warum die Nichtlinearität der logistischen Wachstumsgleichung eine offensichtlich so große Rolle spielt. Dies leistet im folgenden die Durchführung und Analyse der Graphischen Iteration in 
Linearen Systemen (Lineare Dynamik). 

Hinweise für weiterführende Untersuchungen mit Arbeitsblättern:

Interessant ist die Durchführung des Graphischen Iterationsverfahrens mit Arbeitsblättern im Parameterbereich   3,83 ( r ( 3,84. Man muß dann allerdings auf dem entsprechenden Arbeitsblatt peinlichst genau zeichnen. Die Iterationspfade führen im zeichnerischen Idealfall auf einen stabilen periodischen Grenzzyklus-Attraktor; es liegen also Periodische Fenster bzw. Inseln der Ordnung vor. Allerdings: Aufgrund der Schwierigkeiten, den zeichnerischen Idealfall annähernd zu realisieren, ist hier ausnahmsweise die Benutzung eines „selbstgebastelten“ oder professionellen Computerprogramms zur Graphischen Iteration sinnvoll.

Wer Spaß am Graphischen Iterieren per Hand hat, benutze - unabhängig vom praktischen Anwendungsaspekt - weitere, auch nach oben geöffnete Parabeln, Kosinuskurven usw.. Material hierzu findet der interessierte Leser in (6).
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5.3 - Graphisches Iterieren für lineare Systeme
Wir betrachten die lineare Rekursionsgleichung   xn+1 = m xn .  Die Funktion, die wir iterieren wollen, ist also

fm(x) = m x      mit   m ( (\(0( ;   ihr Graph ist eine
Ursprungsgerade. Diese sogenannte Iterationsfunktion legt ein lineares Dynamisches System fest, daß im konkreten Anwendungsfall z.B. ein zeitdiskretes exponentielles Wachstum numerisch simulieren könnte und dessen Langzeitverhalten wir mit Hilfe des in Abschnitt 5.2 verwendeten Verfahrens der Graphischen Iteration (per Hand!) untersuchen wollen.

Entsprechend der Vorgehensweise in Abschnitt 5.2 wenden wir nun mit Hilfe von Arbeitsblättern das Graphische Iterationsverfahren auf die linearen Iterationfunktionen

f  2 (x) = 2x


;

f  -2 (x) = - 2x

f  0,5 (x) = 0,5x

;

f - 0,5 (x) = - 0,5x

- und nach Bedarf auch auf weitere frei zu wählende Beispiele(z.B. verschobene Geraden!) - an. Aufgrund der Einfachheit der jetzt auftretenden Graphen wird hier auf die graphische Vorlage von Arbeitsblättern verzichtet und die Erstellung derselben auf Millimeterpapier(Zusätzliche Einzeichnung der Geraden  y = f(x) = x nicht vergessen!) in die Hand der SchülerInnen gelegt. Der Lehrer sollte ähnliche Arbeitsblattanweisungen wie in Abschnitt 5.2 festlegen und dabei die Aufgabenstellungen zur Graphischen Iteration variieren. Die Durchführung der Graphischen Iteration für die vorgelegten linearen Iterationsfunktionen dürfte i.a. sinngemäß auf folgende SchülerInnenergebnisse führen:
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Auswärtstreppe




Einwärtsspirale
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       Auswärtsspirale




Einwärtstreppe
Beachte: Der Schnittpunkt der jeweiligen „Iterationsgeraden“ mit der Geraden  y = x  ist der sog. theoretische Fixpunkt. 

Die Graphen der auf den Arbeitsblättern dargestellten linearen Funktionen stellen die vier wesentlichen Fälle für das mögliche Steigungsverhalten einer Geraden dar.

In der sich nach der Arbeitsblattbearbeitung anschließenden Diskussion werden die SchülerInnen i.a. sehr schnell und fast selbständig auf folgende einfache Erkenntnisse stoßen:

In linearen Dynamischen Systemen ist die Dynamik des Systems vom Steigungsverhalten der Geraden und damit von ihrem Steigungsfaktor abhängig.

Der Steigungsfaktor  m  der jeweils verwendeten Geraden(und damit auch die Steigung im theoretischen Fixpunkt) bestimmt den Charakter des Iterationspfades; d.h. er bestimmt, ob der theoretische Fixpunkt anziehender oder abstoßender Fixpunkt ist. 
Dabei lassen sich genauer vier mögliche Fälle unterscheiden:


m ( - 1  (abstoßender bzw. repulsiver Fixpunkt)             
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       (Repeller)
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- 1 ( m ( 0  (anziehender bzw. attraktiver Fixpunkt)       
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(Fixpunkt-Attraktor)

0 ( m ( 1  (anziehender bzw. attraktiver Fixpunkt)           
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(Fixpunkt-Attraktor)


1 (  m  (abstoßender bzw. repulsiver Fixpunkt)                 
[image: image16.png]






    (Repeller)
Die Fälle  m = + 1 bzw. - 1  sind Sonder fälle: 
Für  m = 1  ist jeder Punkt Fixpunkt und für  m = - 1 besteht der gesamte Orbit aus einem Grenzzyklus-Attraktor der Periode 2.
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Anhand dieser allgemeinen Fallunterscheidungen für lineare Systeme, die sich anschaulich sofort aus den Arbeitsblattergebnissen ablesen lassen, ergeben sich zusätzlich noch einige weiterführende Erkenntnisse:

1.- In Linearen Dynamischen Systemen ist das Auftreten von Chaos prinzipiell nicht möglich.
     Chaos kann nur in nichtlinearen Dynamischen Systemen auftreten; aber nicht in jedem nicht -
     linearen System steckt Chaos. Oder anders formuliert: Die Nichtlinearität ist eine notwendige
     aber keine hinreichende Bedingung für das Auftreten von Chaos.

    (Davon kann man sich im übrigen leicht selbst überzeugen, indem man das Verfahren der 
    Graphischen Iteration auf beliebige nichtlineare Iterationsfunktionen anwendet; gutes Material
    hierzu findet der interessierte Leser in (6) des Lvz.)

2.- Abgesehen von den Sonderfällen  m = 1 bzw.  m = - 1  kann sich eine lineare Dynamik nur in 
     Richtung Fixpunkt-Attraktor oder  „Unendlich-Attraktor“ bewegen.

3.- Die Ergebnisse der linearen Iteration hängen vom Steigungsverhalten der Funktion in der Um -
     gebung des Fixpunktes ab. Entscheidend für das Iterationsverhalten an einer Stelle ist also die 
     Steigung der entsprechenden Geraden.
5.4 - Anziehende und abstoßende Fixpunkte - Verhaltenskriterium für die 


logistische Wachstumsdynamik
Aufgrund der Ergebnisse des letzten Abschnitts wissen wir, daß bei linearen Systemen die Steigung der verwendeten Iterationsgeraden und damit - und das ist entscheidend - die Steigung im Fixpunkt darüber entscheidet, ob der Fixpunkt anziehend(attraktiv:  (m( ( 1)  oder abstoßend(repulsiv: (m( ( 1) ist.

Wir wissen weiterhin aus Abschnitt 5.2, daß das logistische Wachstumsverhalten von der „Steilheit“ der logistischen Parabel abhängt. Die „Steilheit“ und damit die „Steigung“ einer Parabel läßt sich nach den zur Zeit gültigen Richtlinien für das Fach Mathematik i.a. in der Jahrgangsstufe 10(und auch zu Beginn des 11.1-Kurses) begrifflich nicht exakt fassen, da der Begriff der Ableitung noch nicht zur Verfügung steht. Die SchülerInnen ahnen aber dennoch anschaulich-intuitiv, daß die „Steilheit“ bzw. die „Steigung“ der Parabel im Fixpunkt die nichtlineare Dynamik stark beeinflußt und offensichtlich gewisse Parallelen zum graphischen Verhalten eines Iterationspfades in linearen Systemen bestehen.
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Das geometrische Verbindungsstück für die qualitative Analyse der Graphischen Iteration von linearer und logistischer(nichtlinearer) Iterationsfunktion ist die „Tangente“(Ableitungsbegriff!), die begrifflich exakt noch nicht zur Verfügung steht. Man kann jetzt eine geometrisch-intuitive Vorstellung von einer „Tangente“ verwenden oder man verfolgt eine geometrische Betrachtungsweise, wie sie u.a. D: Hof stadter in (2), S. 383 des Lvz vorgeschlagen hat. Wir benutzen aus Zeitgründen im folgenden einen anschaulich-naiven Begriff von „Tangente“ im Sinne von „in einem Punkt die Kurve berührende, nicht schneidende Gerade“(„beste lineare Approximation“).

Auf den folgenden Bildern ist die „Steigung“ der Kurve im dick markierten Punkt als Steigung der Geraden(„Tangente“) durch diesen Punkt der Kurve(vgl. Peitgen/...(6), S. 36 des Lvz) festgelegt:

Steigung
Steigung
Steigung
Steigung
Steigung

größer als 1
gleich 1
zwischen  - 1 u. 1
gleich  - 1
kleiner als  - 1
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Benutzen wir nun die in Abschnitt 5.2 untersuchten logistischen Wachstumsparabeln f 2,8 , f 3,2 und 
f 4 , zeichnen jeweils die Gerade  y = x ein, legen nach Augenmaß eine „Tangente“ durch den theoretischen Fixpunkt und führen mit einem beliebigen Startwert jeweils einmal die Graphische Iteration per Hand mit ausreichend langem Iterationspfad durch, so erhält man im Prinzip folgende Ergebnisse:
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f 2,8  mit f(x) = 2,8 x (1-x) / Fixpunkt ( 0,643 / m T  ( - 0,8
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f 3,2  mit f(x) = 3,2 x (1-x) / Fixpunkt ( 0,688 / m T  ( - 1,2
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f 4  mit f(x) = 4 x (1-x) / Fixpunkt ( 0,75 / m T  ( - 2
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Die SchülerInnen können sich diese Bilder leicht selbst erstellen, indem sie in ihre in Abschnitt 5.2 bearbeiteten Arbeitsblätter nach Augenmaß eine „Tangente“ durch den Fixpunkt an die jeweilige Kurve zeichnen.

Faßt man die „Tangente“ als Graph einer linearen Iterationsfunktion und die logistische Parabel als Graph einer nichtlinearen Iterationsfunktion auf, so besitzen bei exakter Lage der „Tangente“ beide Iterationsfunktionen den gleichen theoretischen Fixpunkt. Will man nun genauer untersuchen, welche Eigenschaften der Fixpunkt der logistischen Iterationsfunktion hat(anziehend, abstoßend usw.), so kann man - und dies legen die letzten drei Bilder und die dort abgebildeten Iterationspfade auch nahe - über die „Tangente“ durch den Fixpunkt die lineare Iterationsfunktion ins Spiel bringen. Anschaulich erkennt man nämlich sofort, daß die nichtlineare(logistische) Iterationsfunktion in einer genügend kleinen Umgebung des Fixpunktes angenähert die gleichen attraktiven und repulsiven Eigenschaften aufweist, wie die durch die „Tangente“ repräsentierte lineare Iterationsfunktion. Das bedeutet, daß die lineare Iteration sich in hinreichender Nähe des Fixpunktes angenähert wie die nichtlineare Iteration verhält; sie kann dort gewissermaßen die nichtlineare Iteration ersetzen. Für lineare Iterationen kennen
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wir aber bzgl. der Art des Fixpunktes das Langzeitverhalten des Systems bzw. die Art des graphischen Iterationspfades ziemlich gut; d.h. wir wissen aus vorangegangener Analyse, daß das Systemverhalten davon abhängt, ob der Betrag der Steigung im Fixpunkt kleiner oder größer  1  ist.

Aufgrund der vorangegangenen anschaulichen Plausibilitätsbetrachtungen erscheint den SchülerInnen nun folgendes Verhaltenskriterium für die logistische Wachstumsdynamik ziemlich einleuchtend:

Anschauliche Version:

„Ist der Betrag der Steigung der „Tangente“ an die logistische Parabel durch den Fixpunkt x* kleiner 1, so liegt ein anziehender(attraktiver) Fixpunkt vor. Ist der Steigungsbetrag größer  1, so liegt ein abstoßender(repulsiver) Fixpunkt vor“.
Eine etwas exaktere Formulierung, die den Begriff der Ableitung benutzt:

(Beachte: Die logistische Iterationsfunktion  f r  ist auf ganz  (  differenzierbar.)

„Sei  x*  Fixpunkt von  f r  und  0 ( r ( 4. Liegt mindestens ein Folgenglied  x n   (mit  n = 0; 1; 2; ......   und  0 (  x0  ( 1) der Iterationsfolge in einer hinreichend kleinen Umgebung von  x*  und gilt die Ungleichung

( f ‘ r (x*) ( ( 1   bzw. ( f ‘ r (x*) ( ( 1  ,

so ist   x*  ein anziehender(attraktiver) Fixpunkt bzw. ein abstoßender(repulsiver) Fixpunkt“.
Hinweise:

 - Stillschweigend gehen wir davon aus, daß irgendwann einmal mindestens ein Folgenglied in eine 
    hinreichend kleine Umgebung der Fixpunktstelle  x*  (das wäre der sog. Anziehungsbereich des 
    Fixpunktes) gelangt.

 - Der vorliegende Satz läßt sich mit unseren Mitteln mathematisch nicht exakt beweisen, da dieser u.a. 
    den Mittelwertsatz der Differentialrechnung benötigt.

 - Im Fall des abstoßenden(repulsiven) Fixpunktes(wenn also der Betrag der Ableitung an der Fixpunkt -
   stelle größer als  1  ist) kann die Iteration bzw. das System nur auf einen Grenzzyklus-Attraktor mit 
    bestimmter Periode oder einen chaotischen Attraktor zulaufen.
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6.0 - Fehlerexpansion, Fehlerkompression und Sensitivität
Ein wichtiger Aspekt ist der Effekt, den die Iteration auf kleine Intervalle hat, die als Modelle für Eingabefehler dienen können. 

In den vorangegangenen Abschnitten ist eigentlich schon deutlich geworden, daß je nach „Steilheit“ bzw. „Steigung“ der Parabel kleinste Eingabefehler zu riesigen Fehlerintervallen aufgebläht werden können, die den Ergebnissen jede Vorhersagekraft nehmen. Auch bei linearen Iterationen hängt das weitere Verhalten der Eingabefehler von der Steigung der Geraden ab. Die folgenden - aus (5b) und (6) des Lvz stammenden - Graphiken verdeutlichen ohne weitere Erläuterungen den Sachverhalt in einfacher Weise:
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Intervallkompression
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Intervallexpansion
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Wechsel von Intervallexpansion -und Kompression

Hinweis:

Natürlich lassen sich die vorliegenden Ergebnisse auch mit Hilfe der schon benutzten oder auch neu zu erstellender Arbeitsblätter erhalten.

Der Anschauung läßt sich entnehmen:

 - Im Falle anziehender(attraktiver) Fixpunkte ziehen sich, wie auf den vorliegenden Graphiken zur 
    logistischen Parabel leicht zu erkennen ist, auch größere Eingabeintervalle während des Iterations -
    vorgangs auf einen Punkt zusammen; das gilt ebenso für den linearen Fall.

- 57 -

 - Im Falle abstoßender(repulsiver) Fixpunkte werden auch kleinste Fehlerintervalle immer größer.
    Während sie allerdings bei der linearen Iteration größer und größer werden, können bzw. müssen sie 
   sich bei der logistischen(nichtlinearen) Iteration wegen der Beschränktheit des Einheitsintervalls 
    irgendwann auch wieder verkleinern; diesbezüglich sei auf das letzte Bild zur Intervallexpansion der 
    vorliegenden Bilderreihe verwiesen. Je nach „Steilheit“ bzw. „Steigung“ der logistischen Parabel zieht 
    sich das Eingabeintervall wieder auf einen Punkt zusammen und die Iteration landet in einem stabilen 
    Grenzzyklus-Attraktor mit einer bestimmten Periode(z.B. führt die Periode 2 den Iterationspfad auf 
    den uns schon bekannten „Kasten“) oder das Eingabeintervall vergrößert und verkleinert sich(Expan -
    sion und Kompression) in unregelmäßigem Wechsel.

Die anschauliche Analyse der vorliegenden Bildreihe führt zusammenfassend auf folgende Erkenntnisse:

 - Numerisch kleine Fehler blähen sich auf, wenn winzige Intervalle unter Iteration expandieren. Sie 
    werden noch kleiner und komprimieren sich auf Null, wenn sich die Intervalle zusammenziehen.

 - Ein anziehender(attraktiver) Fixpunkt bedeutet Fehlerkompression und ein abstoßender(repulsiver)
     Fixpunkt bedeutet Fehlerexpansion.

 - In einer hinreichend kleinen Umgebung eines beliebigen Kurvenpunktes findet Fehlerexpansion
    statt, wenn die „Steigung“ der Kurve in diesem Punkt bzw. die Steigung der dazu gehörigen 
   „Tangente“ kleiner als  - 1  oder größer als  1  ist. Entsprechend findet Fehlerkompression statt, 
    wenn die Steigung der „Tangente“ zwischen  - 1  und  1  liegt.

 - Je „steiler“ die Kurve ist, um so stärker expandieren kleine Intervalle.

    (Es lohnt sich für SchülerInnen, diese beiden letzten Phänomene anhand geeigneter Arbeitsblätter
     und mit Hilfe der Graphischen Iteration genauer auszuloten!)

 - Im Fall der logistischen Parabel bedeutet Sensitivität, daß durch die gewaltige Expansion kleinster
   Fehlerintervalle beliebig dicht zusammenliegende Anfangswerte total verschiedene Iterationsfolgen
   erzeugen, wodurch numerische Ergebnisse völlig unzuverlässig werden und jede Aussagekraft ver -
   lieren. Die Fehlerintervalle können aber nicht beliebig wachsen(Intervallbeschränkung!) und müssen
   deshalb wieder kleiner werden, d.h. sie werden auf sich „zurückgefaltet“(sog. Bäcker-Transformation:
   Strecken und Falten des Einheitsintervalls); man vergleiche diesbezüglich das letzte Bild zur Intervall -
   expansion in der obigen Bilderreihe. Fehlerexpansion und Fehlerkompression wechseln einander ab; 
   eine Folge davon ist das ziellose Verhalten des Orbits auf dem ganzen Einheitsintervall, wobei bei 
   Anwendung der Graphischen Iteration die Iterationspfade das uns bekannte Spinngewebe erzeugen
   (Mischungseigenschaft!).
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Didaktisch-methodische Anmerkungen zur bisherigen Vorgehensweise in den Abschnitten

5.3 - 6.0:

Was die rein mathematischen Inhalte - auch für eine Jahrgangsstufe 10 - angeht, so lassen sich die Abschnitte 5.3 - 6.0(Lineares Iterieren / Verhaltenskriterium / Fehlerexpansion -und Kompression / Sensitivität) stofflich noch erheblich vertiefen, wobei diese vertieften Erkenntnisse auch über die Bearbeitung von Arbeitsblättern usw. zu gewinnen wären. Aus mathematischer Sicht wäre dies durchaus sinnvoll, bringt aber die SchülerInnen für eine erste Erfahrung und Sicht mit den Themen Nichtlineare Dynamik, Chaos, Sensitivität, Umweltproblematik und die Folgen für ihr eigenes Handeln (Sensibilisierung des Problembewußtseins) nicht unbedingt weiter. Für grundlegende Einsichten in die letzt -genannten Problembereiche und zur plausiblen Begründung und Absicherung der gewonnenen Erkenntnisse über die logistische Wachstumsparabel reicht die Vorgehensweise in den Abschnitten 5.3 - 6.0 völlig aus.

Hinzu kommt, daß bei einer zusätzlichen Vertiefung der veranschlagte Zeitrahmen erheblich überschrit -ten würde. Bei ehrlicher und realistischer Einschätzung des so erhöhten Zeitbedarfs ist die Chance für einen Einsatz der vorliegenden Materialien im Pflichtunterricht der Jahrgangsstufe 10 dann aber ziemlich gering. Das Thema der Unterrichtsreihe ist m. E. aber viel zu wichtig und aktuell, um nur in Projektwochen, Arbeitsgemeinschaften etc. mit einer „handverlesenen“ Schar von SchülerInnen bearbeitet zu werden.

In einer in vernetzten Zusammenhängen sich offenbarenden Welt ist das Motto „Weg vom linearen Denken und hin zum nichtlinearen Denken“ für alle SchülerInnen außerordentlich wichtig und deshalb gehört die Nichtlineare Dynamik in irgendeiner Form unbedingt in den Pflichtunterricht der Sekundarstufe I.
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7.0 - Einbettung in fächerübergreifende Anwendungsfelder mit speziellen,
           kommentierten Literaturhinweisen

Vorgeschlagen wird die Behandlung von Umwelt -, Klima -und Ökologieproblemen(Leitlinie: „Umwelt und globale Verantwortung“) mit Hilfe von Textbeiträgen, Aufsätzen, Demo-Software für den PC, Videofilmen(vgl. insbesondere Vf (1), (2) usw.). Die Auswahl der Beiträge sollte möglichst aktuell sein; insofern wird im folgenden nur eine unvollständige Sammlung von Literatur -und Fundstellen angegeben. Sinnvoll ist auch eine Einbettung an anderer Stelle der Unterrichtseinheit und nicht nur zum Schluß. Ideal wäre weiterhin die Einbettung dieser Unterrichtseinheit in den Unterricht anderer Lehrer als Beitrag zum fächerübergreifenden Unterricht. 

Als erste Hilfe zum Einstieg in fächerübergreifende Anwendungsfelder sollen nun - ohne einen Anspruch auf Vollständigkeit zu erheben - Hinweise und Kommentare zu speziellen Literaturstellen gemacht werden, die dem interessierten Lehrer(egal welches Fach er unterrichtet) den Einstieg in die fächerübergreifenden Aspekte linearer und nichtlinearer Dynamik erleichtern können. Natürlich ist diese Auswahl durch subjektive Interessen und durch eigene Unterrichts -und Projekterfahrungen bestimmt.

Literaturstellen:

A) Allgemeinverständliche Literatur zu allen Aspekten der Chaostheorie in Physik, Biologie, 
      Ökologie, Chemie etc.:

1. -Jeanne Rubner: „Physik gerät in Unordnung“; DIE ZEIT, 20.4.1990

2. -W. Kroll/J. Vaupel: „Ordnung und Chaos“; Analysis, Bd. 2, ab S. 225; Dümmler-Verlag, Bonn, 1986


(Das Buch behandelt theoretische Fragestellungen auf Oberstufenniveau)

3. -J. Gleick: „Chaos - Die Ordnung des Universums“, München 1988, Droemer Knauer


(Gut lesbare allgemeinverständliche Darstellung)

4. -I. Ekeland: „Das Vorhersagbare und das Unvorhersagbare - Die Bedeutung der Zeit von der Him -

melsmechanik bis zur Katastrophentheorie“, Frankfurt/M.- Berlin 1989, Ullstein

(Nicht immer leicht lesbare, aber auf solidem Fundament ruhende Darstellung)

5. -P. Davies: „Prinzip Chaos - Die neue Ordnung des Kosmos“; Bertelsmann-Verlag, München 1988


(Von einem Fachmann geschriebene, sehr gut lesbare allgemeine Einführung, die auch an vielen


 Stellen auf biologische Fragestellungen eingeht)
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6. -B: Hess/M. Markus/St.C. Müller/Th. Plesser: „Formbildende Dynamik in Chemie und Mathematik -

Ästhetik in der Wissenschaft“; Ausstellungskatalog des Max-Planck-Instituts für Ernährungs -

physiologie Dortmund und des Boehringer-Ingelheim Fonds, Stuttgart 1987 (Bildkatalog mit 

faszinierenden Farbgraphiken zu nichtlinearen Dynamiken in Chemie und Biologie (u.a. logisti -

sche Wachstumsgleichung))

7. -GEO-WISSEN-Reihe; Heft Nr. 2; 7.5.1990: „Chaos + Kreativität“


(Eine solide, über alle Anwendungsaspekte(Soziologie; Kosmos, Klima, Medizin, Biologie,

 Ökologie, Physik, Fraktale usw.) informierende, gut lesbare Darstellung, aufgelockert durch

 z.T. wunderschöne Graphiken. Trotz des zurückliegenden Erscheinungsdatums immer noch

 sehr informativ und lesenswert)

8. -L. Werner: „Der deterministische Weg in das Chaos am Beispiel des Populationsverhaltens innerhalb

eines begrenzten Systems“; Computer-Einsatz und Algorithmen in Mathematik und Informatik;

Schriften der MNU, Heft 44, 1990, ab S. 47 


(Unterrichtseinheit zu einem Unterrichtsversuch an einem Berliner Abendgymnasium in

einem Leistungskurs auf reiner Taschenrechnerbasis(programmierbarer Graphikrechner). Be -

handelt wurde die logistische Wachstumsgleichung; graphisch dargestellt wurden mit dem Ta -

schenrechner logistische Zeitreihen und Feigenbaumdiagramme. Interessant ist diese Arbeit

nichtzuletzt für fächerübergreifend interessierte LehrerInnen wegen der Ausblicke und erfri -

schend deutlich formulierten Konsequenzen)

9. -Komplexe Systeme; Praxis der Naturwissenschaften - Physik; Heft 1/45 ; 15.1.1996


(Ausschließlich allgemeine und vorwiegend physikalische Problemstellungen auf relativ hohem

 Niveau; empfehlenswert: Der chaotisch tropfende Wasserhahn - Schulexperimente)

10.-J. Briggs/ F.D. Peat: „Die Entdeckung des Chaos - Eine Reise durch die Chaos-Theorie“; Carl Han -

 ser - Verlag; München Wien 1990


(Eine umfassende, interessant geschriebene und gut verständliche Einführung in die Chaostheo -

 rie auf allgemeinverständlichem Niveau. Die Struktur des Buches ist eigenwillig und originell;

 der interessierte Leser wird u.a. auch über moderne Selbstorganisationstheorien informiert)
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B) Aspekte der Modellierung und Simulation Dynamischer Systeme(Biologie/Chemie/
       Physik etc.)

11.-P. Portscheller: „Populationsdynamik - Aspekte der Modellierung und Simulation dynamischer

Systeme für den Biologieunterricht“; Handreichungen(Landesinstitut für Schule und Weiterbil -

dung), Bielefeld 1994


(Geht auf alle wesentlichen Aspekte von Modellbildung und Simulation einschließlich Rechner -

 programmen ein; u.a. Arbeitsblätter und Materialien zu verschiedenen Wachstumsmodellen für

 eine Population und solchen für zwei Populationen(Räuber-Beute etc.))

12.-B. Winkelmann: „Wachstum - Modellbildung und Simulation im Mathematikunterricht“; Landesin -

stitut für Schule und Weiterbildung; Soester Verlagskontor 1992


(Behandlung verschiedener Wachstumsmodelle mit dem graphikorientierten, dynamischen Mo -

 dellbildungssystem MODUS(DOS-Ebene!). Interessant ist u.a. die Diskussion der allgemeinen

 Aspekte von Modellbildung und Simulation, von Linearität und Nichtlinearität in dynamischen

 Systemen usw..)

13.-M. Weigend: „Kohlenstoff-Flüsse - Modellbildung und Simulation“, Landesinstitut für Schule und

Weiterbildung; Soester Verlagskontor 1992


(Aufbauend auf dem Modellbildungssystem MODUS konfrontiert die vorliegende Unterrichts -

 einheit SchülerInnen der Sekundarstufe I mit dem Problem des Kohlendioxids CO 2  in der At -

 mosphäre und seinen negativen Folgen für das Klima; sehr gute Umsetzung der gesamten Kli -

 maproblematik für den Unterricht anhand von Arbeitsblättern, Materialien und strukturierten

 Unterrichtshinweisen)

14.-D: Koller(Hsg.): „Simulation dynamischer Vorgänge“; Arbeitsbuch, Klett-Verlag; 1995


(Behandlung Dynamischer Systeme aus den verschiedensten Bereichen mit Hilfe des Mo -

 dellbildungssystems MODUS; eine wahre Fundgrube für Problemstellungen im Unterricht)
15.-“Mathematische Modelle im Biologieunterricht“; Praxis der Naturwissenschaften - Biologie;

Heft 4/46 ; 1.6.1997


(Mathematisches Modellieren und Simulation(u.a. Räuber-Beute/Logistisches Wachstum/

 Zelluläre Automaten für Räuber-Beute-Modelle) bieten für fächerübergreifende Ansätze eine

 Fülle von Anregungen)

16.-R. Stieglitz: „Systemorientierte Modellbildung im fächerübergreifenden Unterricht“; Landesinstitut

 für Schule und Weiterbildung; Soest 1994(einschließlich Beispiel-Diskette!);


(Enthält zahlreiche Beispiele zur Modellbildung und Simulation; insbesondere wird Wert gelegt
 auf das Zusammenwirken fachspezifischer Methoden in fächerübergreifenden Zusammenhän -

 gen)
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C) Literaturhinweise zum Problemfeld Umwelt und globale Verantwortung
Im folgenden sind Literaturhinweise(Zeitschriften -und Zeitungsartikel; Sammelhefte usw.) aufgelistet, die sich in jedweder Form(allgemeinverständlich, mathematisch etc.) im wesentlichen mit Ökologiepro -plemen und der Klimaproblematik der Erde befassen. Sie können im Unterricht als Einstiegs -oder Hintergrundmaterialien verwendet werden. Verwiesen sei diesbezüglich auch auf die Literaturangaben des eigentlichen Literaturverzeichnisses(Lvz)(insbesondere auf (9), (10), (11)) in Abschnitt 8.0.).

Wegen des allgemeinverständlichen Inhalts der meisten Artikel und Hefte wird i.a. von einer Kommentierung abgesehen.

17.-“Klima“; Praxis der Naturwissenschaften - Physik; Heft 6/43; 1.9.1994

18.-St. Hoppenau: „Energie im globalen Treibhaus - Herausforderung auch für die Schule“; Teil 1 und 2;

MNU 45/8 S. 458 - 465(1992) und MNU 46/1 S. 13 - 20(1993); Dümmler - Verlag; Bonn

19.-R. Flöhl: „Unsichtbare Hand lenkt Klimaforschung - Umstrittene Klimamodelle/ Ständige Korrek -

turen ermöglichen „sinnvolle“ Ergebnisse“; Franfurter Allgemeine Zeitung, 12.4.1995

20.-Zeitfragen(Sonderseite): „Ein Kraftwerk eingespart - mit Sparlampen“ / „Untergang der Malediven

hat schon begonnen“/ „Das Klima gerät aus den Fugen“; Rheinische Post, 21.3.1995

21.-F. Gottschlich: „Wissenschaftliche Zweifel an Prognosen über den Treibhauseffekt wachsen“;

Rheinische Post, 12.6.96

22.-SPIEGEL-Gespräch: „Das System kann kippen“, Klimaforscher Hartmut Graßl über die globale

Erwärmung der Erdatmosphäre; DER SPIEGEL 8/1994, ab S. 192

23.-U.E. Simonis: „Erdgipfel - und was nun?“; Spektrum der Wissenschaft, November 1992, ab S. 156

24.-C. Bals/R. Hartwig: „Ozonloch und Treibhauseffekt - Die Suche nach einer Gegenstrategie“;

 Thema: Umwelt - Aspekte zu Ökologie und Ökonomie; Sparkassen-Schul-Service;

 November 1990

25.-Sammelheft: UNESCO-KURIER, Juni 1992; Umweltseiten(mehrere Beiträge!); Editorial: „Auf

 dem Weg zu einer neuen ökologischen Weltordnung?“

26.-B. Hamm: „Globale Zukunftsfähigkeit und europäische Entwicklung“; UNESCO heute II, Forum;

 1994; S: 171-180(Hinweis: Außerordentlich empfehlenswerter Aufsatz!)
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27.-TERRA-press; Berichte aus aller Welt, Nr. 37, Klett-Schulbuchverlag, Stuttgart 1993;

 Themenheft: „Das Meer als Lebens -und Wirtschaftsraum“ mit Beiträgen und gesammelten

 Zeitungsartikeln verschiedener Autoren und Jounalisten über: Naturkatastrophen - Kräfte der

 Erde / Wetter - Klima - Himmelskunde / Rohstoffe und Energie / Industrieländer / Umwelt -

 schäden - Umweltschutz / Freizeit - Erholungsräume

28.-SPIEGEL-SPEZIAL: „Bericht des Club of Rome 1991 - Die globale Revolution“; Heft 2, 1991;

 S. 1 - 130; Verfasser: Alexander King(Club-Präsident) und Bertrand Schneider(Generalsekretär)

29.-D.H. Meadows/D.L. Meadows/ J. Randers: „Die neuen Grenzen des Wachstums“; Deutsche Ver -

 lagsanstalt Stuttgart 1992;


 Zum Buch gehört eine Diskette mit dem Simulationsprogramm WORLD3-91 für MS-DOS mit

 dem Modellbildungswerkzeug SimPas von Hartmut Bossel.


 Das Hauptprogramm umfaßt ca. 150 Kilobytes; mit der SimPaS-Programmoberfläche lassen

 sich alle 13 Szenarien des Buchs „Die neuen Grenzen des Wachstums“ sowie eigene Szenarien

 berechnen(Bildschirmtexte in deutscher Sprache!).


 Dem Buch liegt eine umfangreiche Beschreibung zur Handhabung des Simulationsprogramms

 WORLD3-91 bei.

30.-ZEIT-Schriften, Heft 1 /1992: „Ein Gipfel für die Erde -  Nach Rio: Die Zukunft des Planeten“;

 S. 1 - 98; Gesammelte ZEIT-Beiträge von 19 ZEIT-Mitarbeitern zum UN-Gipfel über Umwelt

 und Entwicklung in Rio 1992

31.-P. Eisenhardt/ D. Kurth: „Traditionelle und kritische Ökologie“ in P. Eisenhardt/ D. Kurth/ H. Stiehl:

„Wie Neues entsteht - Die Wissenschaften des Komplexen und Fraktalen“, S. 217-240; Rowohlt-

Science, 1995


(Eine für das vorliegende Thema hochinteressante Analyse und Kritik der traditionellen Ökolo -

gie(z.B. Frederic Vester: „Neuland des Denkens“) aus der Sicht der sogenannten Emergenz -

Theorie)

32.-J. Cohen/ I. Stewart: „Systeme interaktiven Verhaltens“ in „Chaos - Antichaos - Ein Ausblick auf die 
Wissenschaft des 21. Jahrhunderts“; Byblos Verlag Berlin 1994; ab S. 233


Statt eines Kommentars seien einige Textstellen zitiert:


„Das Erdklima ist ein riesiges dynamisches System, das wenigstens zwei Attraktoren besitzt: die 
milde Art von Klima, die wir derzeit erleben, und Eiszeiten........................................................


Die globale Erwärmung bedeutet jedoch eine Änderung von nur wenigen Grad; sie verschiebt 
den milden Attraktor ein bißchen. Eiszeiten bringen unser Klima zu einem ganz anderen Attrak-
tor, der vierzig und mehr Grad kälter ist. Noch befinden wir uns am milden Attraktor, aber drau-
ßen im Raum des Möglichen lauert eine Eiszeit. Störungen - und wir schmeißen genug Abfall in 
die Umwelt, um sie zu erzeugen - könnten unser Klima zum kalten Attraktor überwechseln las-
sen.....................................Das wirklich Gemeine dabei ist, daß schon die winzigste Änderung 
genügen könnte, den Umschwung auszulösen. Dies ist durchaus keine Wahnvorstellung, sondern 
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eine der ganz seriösen Erkenntnisse, die wir über Klimaänderungen besitzen. Über Erdbeben, 
Wirbelstürme, Lawinen und Herzversagen könnten wir dasselbe sagen. Das Universum ist stän-
dig auf dem Sprung, ein bisher nicht zustande gekommenes Potential zu verwirklichen. Mathe-
matische Fiktionen können unangenehm sein.“(S. 273/274).

33.-St. H. Schneider: „Klimamodelle“ in: „Chaos und Fraktale“; Sammelband aus Spektrum der Wissen-
schaft, Heidelberg; 1989, S: 22-29

34.-A.T. Bergerud: „Die Populationsdynamik von Räuber und Beute“ in: „Chaos und Fraktale“; Sam-
melband aus Spektrum der Wissenschaft, Heidelberg; 1989, S: 82-91
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8.0 - Literaturverzeichnis(Lvz)

(1) Ekeland, I.: Das Vorhersagbare und das Unvorhersagbare - Die Bedeutung der Zeit von der Him -
melsmechanik bis zur Katastrophentheorie, Frankfurt/Main-Berlin 1989; Ullstein

(2) Hofstadter, D.: Metamagicum - Fragen nach der Essenz von Geist und Struktur; Klett-Cotta 1988;
„Mathematisches Chaos und seltsame Attraktoren“; ab S. 383

(3) Lergenmüller, A.: Rekursionen, ein anwendungsorientierter Einstieg in die Analysis; in: Der Mathe -
matikunterricht; 4/1988(Computer im Mathematikunterricht)

(4) Lergenmüller, A.: Chaos im Grund -und Leistungskurs; unveröffentlichtes Manuskript 1995

(5) Peitgen/ Jürgens/ Saupe: a) Bausteine des Chaos - Fraktale, Klett - Cotta, Springer-Verlag, 1992

      Peitgen/.Jürgens/ Saupe: b) Chaos - Bausteine der Ordnung; Klett - Cotta, Springer-Verlag; 1994

(6) Peitgen/ Jürgens/ Saupe/ Maletsky/ Perciante/ Yunker: Chaos - Iteration, Sensitivität, Mandelbrot -
menge; Ein Arbeitsbuch; Klett - Schulbuchverlag; 1992

(7) Reinartz, E.: Ordnung, Chaos und Fraktale; Materialien für den Mathematikunterricht in der Sek II; 
Unesco-Projekt 1989/1990; Manuskript des Luisen-Gymnasiums Düsseldorf 1990/1991

(8) Reinartz, E.: Graphische Parabeliteration und logistische Wachstumsdynamik; Ein Projekt im 
Grundkurs 11.1 - Mathematik des Luisen - Gymnasiums Düsseldorf 1994

(9) Reinartz, E.: Vom Erdgipfel und vom Chaos; in: Zeitschrift FORUM der Unesco - Projektschulen, 
Heft 1/93, S. 11 - 12

(10) Reinartz, E.: Vernetztes Denken und Chaostheorie; in: UNESCO macht Schule in NRW(UMS),
Sonderheft Juni 1993, 11 Seiten

(11) Reinartz, E.: Wissen wir eigentlich, was wir tun?; in: Zeitschrift FORUM der Unesco-Projektschu-
len, Heft 3/95, S. 14 - 17

(12) Reinartz, E.: Von Mandelbroten und Feigenbäumen - Mathematik zwischen Ordnung und Chaos; in 
Festschrift zur  100 - Jahr - Feier des Leibniz -Gymnasiums in Düsseldorf; 1996, S. 152 - 161

(13) Walser/ Wedekind/ Klüser: Modellbildung und Simulation dynamischer Systeme; Deutsches Insti -
tut für Fernstudien an der Universität Tübingen; 1991
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(14) Sternemann, W.: Leistungskurs Diskrete Dynamik - Materialien zu einem Unterrichtsversuch im 
Mathematik-Leistungskurs der Jahrgangsstufe 13 am Gymnasium Canisianum Lüdinghausen; 
Landesinstitut für Schule und Weiterbildung, Soest; Werkstattbericht 11 der Beratungsstelle für 
Neue Technologien, 1995

Hinweise: Ohne die Fundstelle im einzelnen in jedem Fall kenntlich zu machen, sind die meisten

   derjenigen Graphiken, die für die vorliegenden Materialien in den laufenden Text einge-

   scannt wurden, der hier angegebenen Literatur entnommen, insbesondere (5), (6) des Lvz.

    Zum Teil wurden die gescannten Graphiken nachträglich mit einem Bildprogramm bearbeitet.

  Funktionsgraphiken für die Arbeitsblätter wurden teilweise mit dem Programm WIN -

     FUNKTION 3.2(vgl. (Sw)) erzeugt und bearbeitet.
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9.0 - Software(Sw)
(1) MBS - LLC; Modellbildung und Simulation dynamischer Systeme; Deutsches Institut für Fernstu -
dien an der Universität Tübingen, 1991; MS-DOS-Version

(2) FIGWIN; Windows-Version 1.1 von Ulrich Schwebinghaus; 42369 Wuppertal, 1996

(3) FRACTINT; MS-DOS-Version 15.1 von Bert Tyler und anderen; 1990

Zur Erstellung des Textes, Benutzung einer Tabellenkalkulation, der Bearbeitung gescannter Bilder, der Ausarbeitung von Arbeitsblättern usw. wurden unter WINDOWS 3.1 / WINDOWS 98 folgende Softwareprogramme verwendet:

WINWORD 6.0 u. MS-Office 98 / Microsoft EXCEL 5.0 / OCR-Software und FotoTouch color für Logitech-Scanner / WINFUNKTION, Version 3.2 von Steffen Polster(Chemnitz); 1993/1994
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10.0 - Video - Filme(Vf)
(1) WDR - Sendung über „Chaos“; 1991

(2) Chaos, Ordnung und assoziatives Gedächtnis; Spektrum der Wissenschaft, Videothek, 1993
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11.0 - Glossar zum Chaos

Chaos/ Deterministisches Chaos

Eine allgemeine Definition für Chaos, die sich auf die Mehrzahl aller interessanten Fälle anwenden läßt, existiert noch nicht. Übereinstimmung herrscht bei den Mathematikern aber darüber, daß drei Eigenschaften für Chaos kennzeichnend sind: Sensitivität, Periodizität und Mischen(Lvz (5), S. 72).

Dynamisches System 

Alle Systeme, die ein zeitabhängiges Verhalten zeigen, d.h. deren Entwicklung von der Zeit als unabhängiger Variablen abhängt, bezeichnen wir als dynamische Systeme. Ihr Verhalten kann in Zeitdiagrammen als Zeitreihe dargestellt werden, d.h. die charakteristischen Größen werden gegen die Zeit aufgetragen. An der Zeitreihe lassen sich dann typische Entwicklungsweisen ablesen wie Wachsen, Vergehen, Schwanken, Stabilisieren usw.(u.a. Lvz (13), S. 16).

Feigenbaumdiagramm/ Feigenbaumbifurkation/ Feigenbaumszenario/ Feigenbaumkonstante
Das Feigenbaumdiagramm ist nach dem amerikanischen Physiker Mitchell J. Feigenbaum benannt(Entdeckung ungefähr Mitte der siebziger Jahre). In ihm wird z.B. das Endverhalten des logistischen Wachstumssystems in Abhängigkeit vom variierenden Steuerparameter r betrachtet. So geht bei größer werdendem r der Fixpunktattraktor plötzlich an einer bestimmten Übergangsstelle in einen Grenzzyklusattraktor der Periode 2 über(Verzweigungspunkt bzw. Bifurkationspunkt); dann gabelt er sich in einen der Periode 4, dann 8, 16 usw..An einer bestimmten Übergangsstelle von r existiert keine endliche Periode mehr, das System befindet sich jetzt im chaotischen Bereich(abgesehen von periodischen Fenstern). Die Längen zwischen den Übergangsstellen rn, rn+1 schrumpfen bei größer werdendem r nach einem bestimmten Faktor, der sog. Feigenbaumkonstanten (. Es gilt:

( ( (rn - rn-1) / (rn+1 - rn) und dieser Wert wird für größer werdende Indexzahl n schnell immer genauer (((4,6692...). Diese Konstante ist nach Feigenbaum universell; sie tritt nicht nur bei der logistischen Wachstumsgleichung auf sondern auch bei einer Vielzahl anderer Iterationen. Man findet sie aber auch in physikalischen Experimenten, von elektronischen Schaltungen bis zur Turbulenz. Die Feigenbaum -konstante ( scheint von ähnlich großer Bedeutung zu sein wie die Zahle ( oder die Eulersche Zahl e in der Mathematik. Den gesamten Vorgang der sich ständig periodenverdoppelnden Bifurkationen nennt man häufig auch Feigenbaumszenario. 

Fixpunktattraktor(anziehender Fixpunkt)/ Grenzzyklusattraktor/ Chaotischer(seltsamer) Attraktor/ repulsiver(abstoßender) Fixpunkt bzw. Repeller

Vereinfacht ausgedrückt sind Attraktoren alles, worauf sich der Zustand eines Systems zubewegt oder wovon das System angezogen wird. Drückt man die logistische Wachstumsdynamik durch eine Iterationsformel aus, so ist ein Fixpunktattraktor ein Wert xn,, der sich durch wiederholtes Iterieren nicht mehr verändert. Entsprechend pendeln bei einem Grenzzyklusattraktor mit bestimmter Periode die Iterationswerte letztendlich entsprechend der Periodenlänge hin und her. Beim chaotischen Attraktor bewegen sich die Iterationswerte von Beginn an ohne erkennbare Periode völlig ziel -und regellos hin und her. Ein Repeller ist im Falle eines Grenzzyklusattraktors der theoretische Fixpunkt(beim graphischen Iterationsverfahren z.B. der Schnittpunkt der Geraden y = x mit der Parabel), auf den das System nicht zulaufen kan
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Graphische Iteration

Die graphische Iteration ist ein denkbar einfaches graphisches Verfahren, um die rechnerische Iteration mit Hilfe der sog. reflektierenden Geraden  y = x , des Graphen, der aus der Iterationsformel abzulesenden Iterationsfunktion und dem Zeichnen von waagerechten und senkrechten Strecken, zu veranschaulichen(erst eine senkrechte Strecke zum Graphen der Funktion, von dort waagerecht zur Geraden y = x und dann zurück zum Graphen der Funktion und so fort). Sie ist ein außerordentlich wichtiges Hilfsmittel(vor allem für die Schule), weil sie auf einfache Art eine Reihe von Einsichten und Zusammenhängen über Attraktoren, Periodizität, Sensitivittät, Mischen, Deterministisches Chaos usw. vermittelt, die sonst nur schwer zu gewinnen sind. 

Iteration

Die Iteration ist die wiederholte Anwendung einer Rechenvorschrift, wobei jedes Ergebnis der Rechnung wiederum als Ausgangswert dient; man kann sie auch als Rückkopplung bezeichnen. Ein einfaches Iterationsbeispiel für den Taschenrechner: Man ziehe die Quadratwurzel aus einer positiven Zahl und benutze das Ergebnis als Eingabe für die nächste Wurzel usw.. Man drückt also immer nur die Wurzeltaste des Taschenrechners.

Lineare Dynamik/ Nichtlineare Dynamik/ Sensitivität/ Fehlerexpansion, Fehlerkompression

Linearität und Nichtlinearität kennzeichnen den mathematischen Gleichungstyp. Aufgrund der potentiell verwirrend komplexen Dynamik nichtlinearer Gleichungen kann in nichtlinearen Systemen das Prinzip, daß ähnliche Ursachen ähnliche Wirkungen haben(starke Kausalität), das in linearen Systemen gültig ist, völlig aufgehoben sein. Winzige Unterschiede in den Anfangsbedingungen führen dann zu völlig unterschiedlichen Systemwerten. Diese Sensitivität hat zur Folge, daß die Systemwerte trotz deterministischer Modellierung nicht mehr vorhersagbar(berechenbar) sind. Das bedeutet insbesondere, daß winzige Ausgangsfehlerintervalle stark expandieren. Da diese Expansion aber nicht beliebig groß werden kann, müssen die Fehlerintervalle irgendwann wieder komprimiert werden; es findet ein ständiger Wechsel von Expansion und Kompression statt. Im Fall von Fixpunkt -und Grenzzyklusattraktoren findet immer nur Fehlerkompression statt.

Logistische Wachstumsgleichung/ logistisches Wachstum/ logistische Wachstumsparabel


Standardform der logistischen Wachstumsgleichung ist:


xn+1 = r xn (1 - xn) = r xn - r xn2;
 0 ( xn  ( 1;  0 ( r ( 4;  n((;


0 ( r ( 3 : Ordnung  //  3 ( r ( 3,56999 : Feigenbaumszenario  //  r ( 3,56999 : Chaos  .


Standardform der logistischen Wachstumsparabel ist:


fr (x) = r x (1 - x) = r x -  r x2 = - r (x - 0,5)2 + 0,25 r (Scheitelpunktform); 0 ( x ( 1; 0 ( r ( 4 

Mischen

Für je zwei offene beliebig kleine Intervalle I und J kann man Anfangswerte in I finden, die durrch Iteration nach J gelangen(Lvz (4), S. 43).
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Periodische Fenster

Das sind die hellen Bereiche im Feigenbaumdiagramm, die umgeben vom chaotischen Bereich, „Inseln der Ordnung und Stabilität“ darstellen. Am breitesten ist das Fenster mit einem Grenzzyklusattraktor der Periode 3.

Periodizität

Punkte sind periodisch, wenn sie unter Iteration in zyklischer Anordnung ständig wiederkehren. Periodische Punkte finden sich überall, d.h. es gibt sie in den kleinsten Teilintervallen von (0;1( (Lvz (6), S. 52).

Simulation

Simulation ist das zielgerichtete Arbeiten mit dem Modell eines Systems unter Zuhilfenahme eines Computers. Dabei wird das mathematische oder formallogische Modell als Algorithmus formuliert und in einer Programmiersprache kodiert(Lvz (13)).

Zeitreihe

vgl. Dynamische Systeme
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12.0 - Vorschlag zur Stoffaufteilung für eine Unterrichtsreihe von ca. 18/19
           Unterrichtsstunden

Es wird davon ausgegangen, daß bei Einstieg in das vorliegende Thema die SchülerInnen mit den wesentlichen Eigenschaften exponentiellen Wachstums vertraut sind. Die nochmalige kurze Behandlung und Wiederholung linearen und exponentiellen Wachstums in den Abschnitten 3.1 / 3.2 dient dazu, die SchülerInnen für verschiedene Wachstumsansätze zu sensibilisieren, die Herleitung logistischen Wachstums vorzubereiten und alle benutzten Wachstumsmodelle unter dem einheitlichen Gesichtspunkt der Rekursion bzw. Iteration darzustellen.

Die vorliegende Unterrichtsreihe ist im Sinne des entdeckenden Lernens als abgestufte Einheit zum schrittweisen Verständnis des Phänomens Chaos bzw. der exemplarischen Wirkungsweisen Nichtlinearer Dynamik konzipiert und es sollten deshalb Abschnitte nicht einfach übergangen werden. Trotzdem läßt sich der vorgesehene Zeitrahmen problemlos um 5/6 Unterrichtsstunden kürzen. Insofern kann der interessierte Lehrer davon ausgehen, daß ein Mindestbedarf von ca. 13/14 Unterrichtsstunden besteht. Es erscheint realistisch, daß 13/14 Unterrichtsstunden im üblichen Pflichtunterricht(bzw. auch fächerübergreifend) „untergebracht“ werden können.

Wichtig für die Einhaltung des vorgesehenen Zeitrahmens von mindestens 13/14 Unterrichtsstunden ist, daß viele Eigenaktivitäten der SchülerInnen(TR-Experimente / Bearbeitung der Arbeitsblätter etc.) in den Hausaufgabenbereich verlegt werden(entdeckendes Lernen!); der rein reproduzierende Hausaufgabenanteil wird also stark zurückgedrängt.

Obwohl Vertiefungen zum vorliegenden Thema möglich und auch sinnvoll wären, sind diese aber - wie oben schon näher erläutert - nicht notwendig. Eine Ausnahme stellt allerdings Abschnitt 7.0 über fächerübergreifende Anwendungsfelder dar. Hier wären Vertiefungen wünschenswert und eigentlich nötig; sie hätten mehr als nur ornamentarischen Charakter. Je nach dem Grad dieser Vertiefungen läßt sich der veranschlagte Zeitrahmen dann aber i.a. nicht mehr einhalten. Aber: Jede Unterrichtsstunde mehr zählt jetzt sehr viel. Und: Spätestens jetzt - besser vorher- tut sich ein ideales Terrain für fächerübergreifenden Unterricht mit zeitlichem Verschieben von Unterrichtsstunden in andere Fachbereiche auf. Besonders wünschenswert wäre eine unterrichtsimmanente Einbettung von Anwendungsfeldern in den laufenden Unterricht(auch in Verbindung mit anderen FachlehrerInnen), und nicht erst zum Schluß der Unterrichtseinheit; der unterrichtende Lehrer hat diesbezüglich viele Möglichkeiten.
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        Ablauf - Diagramm der Unterrichtsreihe

   Unterrichtsinhalte(mit z.T. vorberei -

               tenden Hausaufgaben)


        Abschnitte
  ( Unterrichts -

        stunden



Lineares Wachstum / rekursive Darstellung / 

Simulation eines Modells


                3.1
                 1

Exponentielles Wachstum / rekursive Darstellung 

Räuber-Beute-Modelle(u.a. Lottka-Volterra)


                3.2

                3.2
                 1

                 1

Herleitung der logistischen Wachstumsgleichung / Zusammenfassung aller bisherigen Modelle


                3.3
                 2

Taschenrechnerexperimente zum logistischen Wachstum

Computerexperimente zum logistischen Wachstum


                4.1

                4.1
                 2

                1/2

Computerexperimente zum Feigenbaum-Diagramm / zur Feigenbaumkonstanten


                4.2
                 1

Das Graphische Iterationsverfahren


                5.1
                 1

Graphisches Iterieren mit der logistischen Wachstumsparabel / Ergebnisanalyse


                5.2
                 3

Graphisches Iterieren mit linearen Systemen


                5.3
                 1

- 74 -

Verhaltenskriterium für die logistische Wachstumsdynamik


                 5.4
                 1

Fehlerexpansion/ Fehlerkompression/ Sensitivität


                 6.0
                 1

Einbettung fächerübergreifender Anwendungsfelder


                 7.0
                 2

                     Summe
..........................................
         18 / 19

Hinweise:

Ohne größere Probleme lassen sich in der vorliegenden Stundenauflistung ungefähr  5 / 6 Unterrichtsstunden streichen, und zwar:


Abschnitte 3.1 / 3.2 / 3.3 / : 
    3 / 4 Unterrichtsstunden


Abschnitte 4.2 / 5.3 / 5.4 / :
         2 Unterrichtsstunden
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